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Présentation

Les énoncés de ces exercices ne sont pas de moi : ils proviennent du livret d’exercices d’ou-
tils mathématiques réalisé par plusieurs chercheurs de I'université de Bordeaux. Les corrections
proposées, en revanche, sont les miennes. N’hésitez pas a me contacter pour signaler d’éventuelles
coquilles, proposer des solutions alternatives ou pour toute autre remarque a l’adresse suivante :
jules.gagnaire@math.u-bordeaux.fr. Les derniéres mises a jour de ce document (ajouts d’exercices
et de corrections) sont consultables directement sur mon site web, en cliquant ici.

Important, avis aux étudiants sur les corrections : ne consultez une correction qu’apres
avoir sérieusement cherché 'exercice de votre coté, les corrections sont utilses pour vérifier votre
réponse ou lever un doute précis. Lire directement une correction ne vous permettra jamais de
comprendre le mécanisme de 1’exercice. Si vous bloquez trop longtemps (entre 5 et 15 minutes selon
I’énoncé), allez voir la correction et notez 'idée, la définition ou le théoréme qui vous manquait pour
réussir plutét que de la lire en entier.

Les mathématiques se comprennent en réfléchissant, et en se trompant. Passer une heure a
chercher sans rien écrire ne veut pas dire que vous n’avancez pas, c’est au contraire souvent la
que vous construisez les images mentales et les manipulations qui vous feront progresser. Faire des
mathématiques, ce n’est pas répéter des choses apprises par coeur, c’est apprendre a faire des «
mouvements » dans sa téte.

La correction d’un exercice est une rédaction, une formulation universelle que tout le monde
peut lire et comprendre. Mais elle ne reflete pas 'intuition qui a permis de la construire et c’est
cette intuition qui est I’essence méme des mathématiques. Tout le monde peut la développer, il n’y a
pas d’élu. Comprendre une solution, ce n’est donc pas la méme chose qu’avoir compris le mécanisme
qui est derriere.

Cet extrait d’Alain Connes illustre ce que j'essaie d’expliquer (3min44). Pour une vidéo qui
approfondit ce sujet, voir cette conférence de David Bessis (2h05).

Important, avis aux étudiants sur I’TA : l'intelligence artificielle générative est un outil
formidable, mais son intérét dépend entierement de la maniére dont on I'utilise. Les idées développées
ci-dessus s’appliquent directement : donner I’énoncé a I'IA et lire sa réponse ne vous fera pas
progresser en mathématiques, pas plus que lire directement la correction. En revanche, utiliser I'TA
comme un mentor, pour obtenir des indices, est une bonne pratique, a condition qu’elle ne vous
donne jamais la réponse directement. Ne lui demandez pas de I'aide d’emblée : cherchez d’abord
de votre coté, puis présentez-lui vos idées, méme incomplétes ou fausses, et demandez-lui de vous
orienter sans résoudre l'exercice a votre place.

Voici un exemple de prompt que vous pouvez utiliser :

« Je travaille sur l'exercice suivant : [énoncé]. Voici ce que j'ai déja essayé et compris :
[vos idées, calculs, pistes]. Je suis bloqué sur [point précis|. Peux-tu m’aider & avancer
en me donnant seulement un indice ou une piste de réflexion, sans me donner la solution
ni I’étape suivante complete 7 »

Pour plus d’information sur ce sujet regardez cette vidéo de Micode (38min23).


mailto:jules.gagnaire@math.u-bordeaux.fr
https://julesgagnaire.github.io/
https://youtu.be/YVR0G4Nluao?si=YwNG1ub2OIPnA9Ts
https://youtu.be/_cRu1Pl0s1E?si=6tWM0ASZJWyiHDQA
https://youtu.be/4xq6bVbS-Pw?si=q_QX36RJbu3El22X

Jules GAGNAIRE

Vous avez toute liberté pour télécharger, imprimer, photocopier ce document et le diffuser gra-
tuitement. Toute diffusion a titre onéreux ou utilisation commerciale est interdite sans accord de
Pauteur. Si vous étes le gestionnaire d’un site internet, vous avez le droit de créer un lien de votre
site vers mon site, a condition que ce lien soit accessible librement et gratuitement. Vous ne pouvez
pas télécharger les fichiers de mon site pour les installer sur le votre.
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Enoncés des exercices






Chapitre 1

Révisions

[ Exercices traités en séance de TD : 2, 3, 4, 9(a, b, ¢, g, i), 11 (a) J

[ | Fiche de rappel : télécharger la fiche de rappel de ce chapitre (PDF) }

Les exercices de ce chapitre reprennent des notions vues au lycée (souvent avant la Terminale).
Si certaines d’entre elles ne vous rappellent rien, ce n’est pas grave : c’est justement l'objet de ce
TD que de les revoir. Chaque solution est rédigée en détaillant toutes les étapes de calcul, y compris
les plus élémentaires.

EXERCICE 1 Opposé — Inverse

— Soit z un réel. L’'opposé de x est ...
— Soit  un réel non nul. L’inverse de x est ...

Donner, lorsque c’est possible, 'opposé puis l'inverse de chacun de ces nombres :

3 11 1
a - c 3 0 €=y f NG
EXERCICE 2 Fractions et opérations
Soit (a,c) € R et (b, d) € (R*)%.
a c a ¢ . a ., c_
g—i-a—... gxg—... sic#0, 37"
Calculer, sans calculatrice, les nombres suivants :
a) —5—2 )2_§ )_4/5
3 2 5
) 3+5+5+3 g) 9x o 4/9
1 4 2 k) -3/2
d) 3+ = h) - x =
o ’ ) g ’ 5 1 7 3 5
3 5 7 3
_24° .2 N =+ = 2.2
¢ —3t; Ty )3+3X<7+7>
EXERCICE 3 Puissances
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Soit a € R*, b € R* et (n,m) € Z2.

Jules GAGNAIRE

a™ a\"
n e -n = n m e _— = b n = ... — =
a a a X a o (ab) (b>
Simplifier :
) (-2)° )
b) 5% (3 4 2\3
c) 3 x 2% p BT X )
2 5 312
d) 4% x 47 x (4°) ) 30 x 107 x 2 x 1012 x 4 x 102
e) (9%)7 ) 6 x 1011 x 200 x 1013
212 925 _4
f) o5 k) —>
g) 7% x 29 1) (3a*b) x (8ab?)
EXERCICE 4 Racines carrées

Soit a € Ry, b e RY.

_ va _
Vavh=... N

Représenter rapidement, dans un repére orthonormé, la courbe de f(x) =z

Attention, en général Va+b# ...

2 sur R. Déterminer les

coordonnées des points d’abscisses 1 = —1,5 et 29 = 1,5. Que remarque-t-on pour les ordonnées ?
Représenter ensuite g(x) = /z sur R;. Déterminer les coordonnées du point de la courbe de g

d’abscisse f(x1). En déduire :

\/(=1,5)? puis \/1,?

Plus généralement : Va2 = ...
Simplifier sans la calculatrice :

a) V1362 d) 2v/5 + 2125 — 7/45
b) 81 e) —2v/72 + 498
36 £) 75+ 7Tv3 — 2127
¢) V121 x 72 g) V144 X 36 x 12
EXERCICE 5

i) V8 x V72 x /125

Développement et réduction

Développer et réduire (simplifier sans la calculatrice) :

a) z(2x+1) d) _7436(—6164—9)
b) 3z(—2z + 2) e) 3(2x 4 1)(—x)
c) 5x?(x +7) f) (bx —2)(2x + 3)

g) 22?(22+52+9)—222—15z
h) 5(2x —8)(1 + 3xz)

D) (5 - 22)(2x +1) + (10 —
4z)(z — 3)
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EXERCICE 6 Identités remarquables
Soit (a,b) € R
(a+0)*=... (a—b)*=... (a—0b)(a+b)=
Développer ou calculer sans la calculatrice :
2
A T
5r — 3
f 3+V7)?

d) (3 V5)(3+V5) g) 992 0 (2 - 33”) (39” - 2)
EXERCICE 7 Factorisations
Factoriser les expressions suivantes :

a) 2a+2b—2c e) a?+ 36 —12a 122 -9

b) 3z + xy f) 22 — 100 i) (z+1)2+22-1

c) xy? + zly g) 922 —16+ (3x+4)(3x —2)

d) 2z +2%2+1 h) (22 +3)(2z — 1) — 42? —

EXERCICE 8 Equations du premier degré
Résoudre dans R les équations suivantes :
a) x+278=-19,3 d) 40—543=2—-9+2x—13 g) 2r+4)3x—-1)=0
b)m+£:521 ¢) éQf;l)*(2+$)*7: h) (z+1)(z—1)(2z—3) =0
T
—4x 53 ¢ x—3 2x 5 i) 5z =2)(z+7) =—(5z -

)5 = ) =3+ 2)?

EXERCICE 9 Inéquations du premier degré

Résoudre dans R les inéquations suivantes. On donnera les solutions a ’aide d’intervalles.

a)x+3> -5 4) <0 g) 2z —4)(x+3)>0
b) z+3< e) (z+5)2+(x+5)(2z+10) < h) (z+9)(—22—4)(3z—2) <
c) 4z > —8 0 3 ?U_ 5
d) 2(z—3)+3(x—6)+6(z— f) —5+9>0 ) — =0
EXERCICE 10 Equations du second degré (1) — sans discriminant

Résoudre dans R les équations suivantes, sans utiliser le discriminant :
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a) 22 —25=0 c) 2 +7=0 e) 972 —4=0
b) 322 +4x =0 d) 22 -22+1=0
EXERCICE 11 Equations du second degré (2)

Dans chacun des cas, résoudre dans R 1’équation f(z) = 0 et, si possible, factoriser f(z).

a) f(z)=22%—5r-3 c) f(x) =922 —12x + 4 e) f(r)=—-0,52%2+3z—9,5
b) f(x) =22 +2+1 d) f(x)=—22%+ 122 — 18 f) f(z) =522+ 122 +3
EXERCICE 12 Equations du second degré (3)

Dans chacun des cas, résoudre dans R I'équation f(z) = g(z).
a) f(z) =3z%+ 5z et g(x) = 222 — 27 + 4
b) f(z) = 2z +4)? et g(x) =32 +5

EXERCICE 13 Inéquations du second degré

Dans chacun des cas, résoudre dans R les inéquations suivantes en faisant un tableau de signes.

a) 202 -3z +4 >0 c) Te? +2r—4<0 e) —22+8x—7>3x2+1
b) —322 4+ 30x — 75 < 0 d) 22 =32 +4>52+6
EXERCICE 14 Proportionnalité

1. Compléter les deux tableaux suivants.

Coté d’un carré 1|2 7 |8 a|bla+b
Périmetre du carré 20 | 28 40

Coté d’un carré | 1 51 7 |8 al|bla+b
Aire du carré 4 49 100

2. Dire lequel des deux tableaux est un tableau de proportionnalité. Quel est le coefficient de
proportionnalité 7 Vérifier qu’il existe aussi un coefficient qui permet de passer de la ligne
inférieure a la ligne supérieure.

3. On considere que les valeurs des tableaux sont les coordonnées de points. Représenter ces
points. Vérifier que, pour le tableau de proportionnalité, la courbe obtenue est une droite
passant par 'origine. Quelle est la pente de cette droite ?
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EXERCICE 15 Calculs de débit

1. On sauvegarde une banque de films. On parvient a sauvegarder un fichier de 300 Mo en 20 s.
Combien d’heures met-on a sauvegarder toute la banque, qui pese 500 Go en tout ?

2. On souhaite effectuer une sauvegarde chaque jour. Quelle taille maximum la banque peut-elle
peser pour que la sauvegarde puisse se faire en moins de 24 h?

EXERCICE 16

On remplit un coffre-fort de 1 m? de disques durs, chacun contenant 10 To, pour des dimensions
50 mm X 30 mm X 4 mm. Combien de stockage cela représente-t-il 7

EXERCICE 17 Echelles et cartes

1. On souhaite représenter un projet de batiment sur une carte au 1/25000. Quelle est I'allure de
la représentation graphique de la fonction qui donne les dimensions sur la carte en fonction de
la dimension réelle ? Tracer le graphe de cette fonction et donner les dimensions sur la carte
d’un batiment rectangulaire de 30 m sur 50 m.

2. Sur une carte du Mali, la distance en ligne droite entre Bamako et Ségou est de 17,5 cm. En
réalité, elle est de 206 km. Quelle est I’échelle de la carte ? Déterminer la fonction qui exprime
la dimension réelle en cm en fonction de la dimension sur la carte en km.

3. Pour une carte a 1’échelle 1/10 000, quelle est ’allure de la fonction qui donne ’aire réelle d’un
batiment carré en fonction de la longueur du cété sur la carte ?

EXERCICE 18 Dilution
Pour une solution stock d’un antibiotique concentrée & 10 mg/mL, compléter le tableau suivant :
Quantité prélevée 1mL | 10 puL
Quantité d’antibiotique 100 pg | 1 ug

Dans les questions qui suivent, on part d’une solution stock concentrée & 10 mg/mL.

2. Lorsqu’on ajoute 20 pli de solution stock a 980 pL. d’eau, quelle est la concentration de la
solution obtenue ?

3. A partir d’une solution stock concentrée & 10 mg/mL, on veut faire une solution concentrée
a 1 mg/mL. Montrer que le volume Vg (exprimé en mL) de solution stock a ajouter & 1 mL
d’eau est solution de 10z = = + 1, puis calculer Vg.

V.
4. On appelle facteur de dilution le rapport 73 ou Vg est le volume de la solution stock et V}
f

G

1%
est le volume de la solution obtenue apres ajout d’eau (dilution). Montrer que -5 u

Vf N Cyg
Cs et Uy sont respectivement les concentrations des solutions stock et finale.
5. Le facteur de dilution est 10~* et on souhaite obtenir 10 mL de solution finale. Calculer le

volume Vg a prélever et le volume V; d’eau a ajouter.
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Chapitre 2

Géométrie plane

[ Exercices traités en séance de TD : 19, 20, 24, 27 ]

[ | Fiche de rappel : télécharger la fiche de rappel de ce chapitre (PDF) J

Les exercices de ce chapitre portent sur la géométrie plane repérée (coordonnées, vecteurs,
droites) : des notions vues au lycée, a partir de la classe de Seconde. Comme pour le chapitre
b
précédent, les corrections proposées détaillent toutes les étapes de calcul.

EXERCICE 19 Vecteurs

Dans le repere (0,7, ), les points A et B ont pour coordonnées (4, —2) et (—3, —3).
1. Donner les coordonnées du vecteur ﬁ dans le repere (0,7, 7) puis le représenter.

2. Représenter le vecteur 4 de coordonnées (—5,2) dans le repere (O, 7, 7).

— Voir la solution

EXERCICE 20
Dans le repere (0,7,7), les points A, B et C ont pour coordonnées (1,—2), (4,—-2) et (—1,—1).
Trouver les coordonnées d’un point D tel que les vecteurs AB et @ soient colinéaires.

— Voir la solution

EXERCICE 21

Donner une équation cartésienne pour la droite passant par les points (4, —2) et (=3, —3).

— Voir la solution

EXERCICE 22 Vecteur directeur

Soit d la droite d’équation cartésienne 4y — x + 10 = 0. Déterminer un vecteur directeur de d.

— Voir la solution

EXERCICE 23

1. Compléter le tableau ci-dessous

11


https://github.com/julesgagnaire/memoire/raw/main/Fiche_Rappel___L1_OMA_semaine_3.pdf

CHAPITRE 2. GEOMETRIE PLANE Jules GAGNAIRE

Droite Equation Coeff. directeur | Ordonnée a l’origine | Point A sur la droite | Point B sur la droite
(D1) y=—4do+1 (=1;...) (-..33)
(D) | 3z—2y+1=0 0;...) (-..5=3/2)
(Ds) —1/2 (-1 (3;-.)
(D4) = (4:5) (2:2,5)
(Ds) (1;:3) (-1;,-2)

2. Justifier que (D) et (D3) ne sont pas paralléles.
3. Tracer (D1) et (D3) dans un repére orthonormé.

4. Déterminer le point d’intersection de (Dq) et (Ds).

EXERCICE 24

On consideére un repere orthonormé du plan (O, 7, 7).

1. Parmi les triplets suivants, dire lesquels forment un repere et préciser s’il est orthonormé :
(Oai:j)7 (075’7_.]4)7 (Ouﬁ_av (077:?—’—]_)

2. Soient A de coordonnées (1, 1) dans le repére (O,7,7), B de coordonnées (0, 1) dans le repére
(0,774 )) et C de coordonnées (1,1) dans le repere (O, —7, —7). Que peut-on dire des points
A, Bet C?

EXERCICE 25

Dans un repere du plan, on considere les points F(—7,6), F'(3,3), G(—8,—1) et H(4, —5).
1. Les droites (E'F') et (GH) sont-elles paralleles ?
2. Soit L(x,—5) avec = € R. Déterminer = pour que (EF) et (GL) soient paralleles.

EXERCICE 26

Dans un repere du plan, on considere les points A(—2,3), B(3,—1) et C(4,4).
- 3
1. Calculer les coordonnées de K tel que AK = —5@ .

3
2. Calculer les coordonnées de L tel que ﬁ = ZE .

— 1
3. Calculer les coordonnées de M tel que BM = EB? .
4. Démontrer que K, L et M sont alignés.

EXERCICE 27

Dans un repeére orthonormé du plan, on considére les points A(2,2), B(—3,—6) et C (10, —3).
1. Déterminer les coordonnées de D pour que ABCD soit un parallélogramme.
2. Calculer AB, AC et BC. Que peut-on en déduire pour le triangle ABC ?

3. Calculer les coordonnées du milieu I de [BC].

12
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4. Calculer les coordonnées de J tel que 37} = @ + ﬁ‘l

5. Démontrer que A est le milieu de [1.J].

6. Calculer les coordonnées de K tel que 2J—I>( + 3C—I>( — 21ﬁ = 20_121 + @

7. Démontrer que D, J et K sont alignés.

> Voir la solution

EXERCICE 28

1
Dans un repere du plan, on consideére les points A(—1,2), B(5, —4) et le vecteur 4 < 2).
-3
1. Tracer la droite d passant par A et de vecteur directeur .
2. Le point B appartient-il & d?

— Voir la solution

EXERCICE 29
On considere la droite d d’équation cartésienne 3y + 2z — 4 = 0.

1. Donner la forme réduite de 1’équation de d.

2. Déterminer un vecteur directeur de d & coordonnées entieres.

> Voir la solution

EXERCICE 30

. . . . (3
Quel est le coefficient directeur d’une droite de vecteur directeur u ( 2) ?

> Voir la solution

EXERCICE 31
Dans chacun des cas suivants, déterminer une équation de la droite passant par A et de vecteur

directeur .

1. A(=3,2), et @ (_21>

{0
2. A(—2,2), et i <15>.

(28
3. A(0,—4), et @ <35>.

— Voir la solution

EXERCICE 32
Dans chacun des cas suivants, déterminer une équation cartésienne de la droite passant par A et

parallele a d.
1. A(2,-3),etd: 2z —y+2=0.
2. A(0,-3),etd: -3x+4y—5=0.

13
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EXERCICE 33

Dans un repére du plan, on considére les points A(—2,4), B(2,2), C(—5,0) et D tel que CD —2AB.
1. Placer les points A, B, C et D.
2. Quelle est la nature du quadrilatere ABC'D ?
. Déterminer les coordonnées de D.

3
4. On considere la droite d d’équation 6z + y — 14 = 0. Vérifier que B et D appartiennent a d.
5. Déterminer une équation cartésienne de la droite (AC).

6

. Démontrer que (BD) et (AC) sont sécantes en un point £ dont on déterminera les coordon-
nées.

Calculer les coordonnées de K milieu de [AB] et de L, milieu de [CD].

8. Démontrer que F, K et L sont alignés.

=

EXERCICE 34
Soient A, B et C' trois points non alignés dans le plan. Soit G le centre de gravité du triangle ABC,
défini par

GA+GB+GC =0 (1)

1. En utilisant la relation de Chasles montrer que G vérifie
1
76 - L (15 30).

2. On se place dans un repeére orthonormé (O, 7, 7). Déterminer les coordonnées de G pour A(0, 3),
B(2,2) et C(1,1).

3. Faire une représentation graphique et vérifier géométriquement la relation (1).

EXERCICE 35

On considére un repere orthonormal du plan (0,7, 7) et un triangle de sommets A(1,1), B(2,3),
C(3,0).
Pour ¢ > 0, nous considérons les points A;(1 + 2¢,1 + 6t), By(2 + 2t,3 + 6t), C(3 + 2t, 6t).

1. Décrire l'opération géométrique qui transforme le triangle (ABC') en le triangle (A;B;C}).

2. Quels sont les coordonnées de Ay, B; et C; dans le repere (Oy,7,7), ou O est le point de
coordonnées (2t, 6t) dans (O,7,)) 7

14
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Chapitre 1

Révisions

Solution de I'exercice 1 (Retour a I'énoncé)

Rappel de cours.

— L’opposé d’un réel z est le réel noté —z tel que = + (—x) = 0. Géométriquement, —z est le
symétrique de = par rapport a 0 sur la droite des réels.

1 1
— L’inverse d’un réel 2 non nul est le réel noté — (ou 27 !) tel que z x — = 1. Le nombre 0 n’a
x
pas d’inverse, car il n’existe aucun réel y tel que 0 x y = 1.

On applique ces définitions a chacun des six nombres.

1
— a = 2 : opposé —2; inverse 5

3
— b= = : opposé —= inverse 3 (on retourne la fraction : I'inverse de %, avec p # 0, est %).
11 , 11 3
— ¢ = — : 0pposé —— ; inverse —.
g PP 3 11
— d =0 : opposé —0 = 0; inverse non défini (n’existe pas), pour la raison rappelée ci-dessus.
1
—e=q: : opposé 7 inverse 4 (car 714 =4).
1 V5 . ) A
— f= —/5 opposé \f inverse \[ \[ —? (on a multiplié numérateur et dénomi-
VB _ 5
nateur par /5 pour rendre le dénominateur rationnel : \f NN A ).
Solution de I'exercice 2 (Retour a I'énoncé)

Rappel de cours. Pour (a,c) € R? et (b,d) € (R*)? :

¢ ad+ be a

ac

C a
: X —=—, -+ -==X
bd b d bd b d b

e (c#0).

c a gl_ad
c

Sl S
+
ISH

On rappelle aussi les régles de priorité : dans une expression sans parentheses, on effectue d’abord
les multiplications et divisions, puis les additions et soustractions.

a) —5—2=—T.
b) 3—7=—4.
¢) 34+ 5-=+5+3: on calcule d’abord 5+ 5 = 1 (priorité sur I'addition), donc 34+ 1+ 3 = 7.
)

3 + ~ = -+ - =" (on met 3 au méme dénominateur que %).

=-1 (dénominateur commun 4).

17
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2 3 4 9 5
f) 37566 % (dénominateur commun 6).
35 9x35
g) 9 x 99 = 35 (les 9 se simplifient).
4 2 4x2

h) - x - = g é
5 5 b5xb 25
T 3 7 10 70 14

i) FT E XS G- 3 (on a simplifié 70/15 par 5).

4/5 4 1 4
j) C’est une fraction de fraction (fraction « double étage ») : é =—EXy="%
4/9 4 2 8
k D e = — X _— = ——,
) De méme, —575 =3 ( 3) 27
; N P e 7 8

1) On calcule d’abord la parenthese : - + =5 Puis, priorité a la multiplication : 3 X - =
56 8 1 8 9
— = —. Enfin - +-=-=3.

o1 3 "MM3T3T3
Solution de I'exercice 3 (Retour a I'énoncé)
Rappel de cours. Pour a,b € R* et n,m € Z :
a x g™ = an—&—m’ ﬁ _ am—n’ (am)n —_ amn7
an
a\" a” _ 1
(ab)™ = a"b", <b> = a "= prt
On retient aussi que si n est pair, (—a)” = a" > 0 (le signe disparait), et si n est impair,
(—a)™ = —a™ (le signe est conservé).

a) (—2)% = —23 = —8 (exposant impair : le signe se conserve).

b) 5% = 25.

c) 3x28=3x8=24.

d) 42 % 45 % (43)2 — 42 % 45 % 43><2 — 42+5+6 — 413'

e) (93)7 = 93x7 — 921
212 125 7

g) 7 x 2% = (7 x 2)? = 14° (on regroupe car méme exposant).

4

h) (53) — 5712 — 512—20 — 5—8 — i
(54)5 520 53"

: ‘ 3 md . (92)3 _ 93 74, 26 _ 99, ~d 39X T o caa a1 0

i) Numérateur : 3° x 7* x (3%)° = 3* x 7" x 3° =3 x7.DoncW:3 X775 =3"xT7" =
3x1=23.

j) On regroupe les facteurs numériques d’'une part, les puissances de 10 d’autre part. Numéra-
teur : 30x2x4 = 3x10x2x2% =3x10x2% et 1077 x 102 x 1072 = 10~ 712-2 = 103, donc nu-
mérateur = 3x10x2x4x103 = 3x23x10%. Dénominateur : 6x200 = 2x3x2x10% = 22x3x10?
et 101 x 10" = 10?4, donc dénominateur = 2% x 3 x 102 x 10%* = 22 x 3 x x10%. Le quotient
vaut 5 A

3x2°x10 _ 2 9% 102
22 x 3 x x10%6 1022
k) On utilise (—x)™ = 2™ pour n pair. Ici les deux exposants (8 et —4) sont pairs, donc les signes

disparaissent :

) -5 (5 -0 -&) -5
8) 8%’ 9 9 \25/) 254"
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Comme 25 = 52, on a 25% = 58, donc

5 ot gt 38
§ X5 o
(Le numérateur est une puissance de 3 et le dénominateur une puissance de 2 : la fraction est
déja irréductible.)
1) (3a*b?) x (8ab?) = (3 x 8) x a*T! x b3+2 = 24 a%b°.

Solution de I'exercice 4 (Retour a I'énoncé)

Rappel de cours. Pour a € Ry et b € R :

_ Va _ fa
Vav'b = Vab, 7V

Attention en revanche : en général va+b # /a + Vb (c’est 'erreur la plus fréquente!). Sur le
graphique, f(z1) = f(—1,5) = (=1,5)?2 = 2,25 et f(x2) = f(1,5) = 2,25 : les deux points ont la
méme ordonnée, car élever au carré « efface » le signe. En passant sur la courbe de g = /- &
Pabscisse 2,25, ordonnée lue est 1,5 (positive), aussi bien en partant de x; que de 3. On en déduit

V(=15)2=1225=15 et /1,52=,/225=15.

Plus généralement, pour tout réel a, Va? = |a| (valeur absolue de a) : le résultat est a si a > 0,
et —a si a < 0; dans tous les cas c’est un nombre positif ou nul. C’est un piege classique d’écrire
Va? = a sans réfléchir au signe de a.

a) V1362 = |136| = 136 (car 136 > 0).

by [SL_VEL_9_3
36 V36 6 2
¢) VI2I X 2 =121 x VT2 =11 x T = TT.

Pour les questions d), e), f), la méthode est la méme : on fait apparaitre un carré parfait
dans chaque racine pour la simplifier, en utilisant vVk? X = = ky/x (pour k > 0).

d) On écrit /125 = /25 x 5 = 5v/5 et /45 = /9 x 5 = 31/5. Donc
2v/5 + 2v125 — 7V45 = 2v/5 + 2 x 5V5 — 7 x 35 = 2¢/5 + 10V5 — 21V5 = —9V/5.
e) V72 =+/36 x 2 = 62 et /98 = /49 x 2 = 7v/2. Donc
—2V7244V98 = =2 x 6v2 4+ 4 x TV/2 = —12V/2 + 28V/2 = 16V/2.

f) V75 = /25 x 3 = 5v/3 et v/27 = /9 x 3 = 3v/3. Donc
VT5+TV3 =227 =5V3 +7V3 — 2 x 3V3 = 5V3 + 7V3 — 6V3 = 61/3.

g) V144 x 36 x 12 = /144 x /36 x /12 = 12 x 6 x /12 = 72\/12 = 72 x 2¢/3 = 144+/3 (car
V12 = 4 x 3 =2V3).

h) On regroupe astucieusement :

/16 /3 /16 1 /16 1 4 1
— X — = — X3 X — = — X — = = X —.
27 ° /50 27 V50 9 V50 3 /50
Comme /50 = /25 X 2 = 51/2, on obtient
4 4 42 2V2

3x5v2 15v2 15x2 15

(on a multiplié en haut et en bas par /2 pour supprimer la racine au dénominateur).
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i) On regroupe tout sous une seule racine : v/8 x /72 x /125 = /8 x 72 x 125. On décompose
en facteurs premiers : 8 = 23, 72 = 23 x 32, 125 = 53, donc le produit vaut 26 x 32 x 53. Ainsi

V26 x 32 x 53 = V26 x /32 x v/52 x 5 = 23 x 3 x 5v/5 = 120V/5.

Solution de I'exercice 5 (Retour a I'énoncé)

Rappel de cours. Développer, c’est transformer un produit en somme, en utilisant la distribu-
tivité k(u+v) = ku+kv (et, pour un produit de deux parentheses, (u+v)(w+z) = vw+uz+vw+vz,
chaque terme du premier facteur multiplie chaque terme du second). Réduire, c’est ensuite regrou-
per les termes de méme nature (méme puissance de z).

a) z(2x + 1) = 222 + .
3z(—2x + 2) = —622 + 6.
52%(z +7) = 523 + 3522,
—4x —4x —4x 2422 36z
6rx+9) = —— x(=6z2) + — x99 =
3 3 (For+9)= 3 (—62) + 3 3 3

)
)
) = 82?2 — 12z.
e) 3(2z + 1)(—=x) : on développe d’abord 3 x (—x) = —3x, puis —3z(2z + 1) = —622 — 3.
)
)
)

(5z —2)(2x +3) = 5 X 22+ 5x x 3 —2 x 2x — 2 x 3 = 102% + 152 — 42 — 6 = 102% + 11z — 6.
222 (2% + 5z + 9) — 222 — 152 = 22 + 1023 + 1822 — 222 — 15z = 22* + 1023 + 1622 — 15z.
On développe (22 — 8)(1 +3z) = 2z + 622 — 8 — 24z = 622 — 22 — 8, puis on multiplie par 5 :

5(2x — 8)(1 + 3z) = 5(62 — 222 — 8) = 3022 — 110z — 40.
i) On développe séparément les deux produits.
(5—22)(2z +1) = 10z + 5 — 40> — 22 = —42* + 82 + 5,

(10 — 42)(z — 3) = 102 — 30 — 42 + 122 = —4a” + 22z — 30.
On additionne : (—42? 4 8x + 5) + (—4a? + 222 — 30) = —8z% + 302 — 25.

Solution de I'exercice 6 (Retour a I'énoncé)

Rappel de cours — les trois identités remarquables (& connaitre par cceur, elles reviennent

sans cesse) :
(a+b)? = a® + 2ab+ b?, (a —b)? = a® — 2ab + V?,

(a—b)(a+b)=a®—b

a) (x+5)2=22+2x2x5+5% =22+ 10z + 25.

b) (5z —3)? = (5z)? — 2 x 5w x 3 + 32 = 2522 — 30z + 9.

¢) Bz +7)(3z —7) = (3x)? — 7% = 92% — 49.

d) 3—-V5)(3++V5) =32 —(v/5)2 =95 = 4 (la racine disparait : c’est le principe de la

« quantité conjuguée », trés utile pour rationaliser un dénominateur).

e) (2—-v3)2=22-2x2xV34+(V3)2=4—-4V/3+3=7—-43.
f) (V3+V7)? = (V3)2+2V3VT+ (V7)? =3+ 2214+ 7=10+2v21.
= (100 — 1)? = 100% — 2 x 100 x 1 + 12 = 10000 — 200 + 1 = 9801.

) 992
1\? 1\? ) , ) 1 [1)?
h) ( =3z — 3) = 3z + 3 (le carré « efface » le signe global) = (3x)° +2 x 3z X 3 + 3) =
1
922 + 2z + 5
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i)

1 1
On remarque que 5~ 3r = — <3:B — 2). Donc

(-2 e D) (2 -~ ()

1 1
:—(9x2—3x+4> :—9x2—|—3x—1.

Solution de I'exercice 7 (Retour a I'énoncé)

Rappel de cours. Factoriser, c’est 'opération inverse de développer : transformer une somme
en produit. On cherche un facteur commun, ou on reconnait une identité remarquable a [’envers :
a® + 2ab +b? = (a +b)?, a® — 2ab + b? = (a — b)?, a®> — b?> = (a — b)(a + b).

2a4+2b—2c=2(a+b—c) (2 est facteur commun).
3x + 2y = 2(3+y) (z est facteur commun).
ry? + 2%y = zy(y + x) = zy(z +y) (vy est facteur commun).

On réordonne : 2z + 2 + 1 = 22 + 2z + 1. On reconnait a® + 2ab+ b% avec a =z, b = 1 :
2?2 +2r4+1=(z+1)>2%
a®+36—12a = a®> —12a+ 36. On reconnait a® —2ab+b? avec a = a, b = 6 (car 2xa x 6 = 12a
et 62 = 36) : a®> — 12a + 36 = (a — 6).
22 — 100 = 2% — 10? = (z — 10)(z + 10).
On reconnait que 922 — 16 = (3x)? — 4% = (37 — 4)(3z + 4). L’expression devient
3z —4)(3x +4) + (3z 4+ 4)(3z — 2).
Le facteur (3x +4) est commun aux deux termes, on le met en facteur :

(Bx+4)[(Bx—4)+ Bx—2)] =Bz +4)(6x —6) = Bz +4) x6 x (x —1) =63z +4)(z — 1).

On développe d’abord (2z + 3)(2z — 1) = 422 + 22 — 62 — 3 = 42> — 4z — 3. L’expression
devient
4o —dx — 3 —42% — 122 — 9= —16x — 12 = —4(4x + 3).

On reconnait que 72 — 1 = (x — 1)(z + 1) (identité remarquable). L’expression devient
(z+1)* 4 (z — 1)(z + 1).
Le facteur (x + 1) est commun :

(z+D[(z+1)+ (z—-1)] = (z+1)(2z) =2z(z + 1).

Solution de I'exercice 8 (Retour a I'énoncé)

Méthode. Pour résoudre une équation, on regroupe les termes en x d’un coté, les termes
constants de l'autre, en effectuant la méme opération des deux cotés du signe = (on peut ajouter,
soustraire, ou multiplier/diviser par un nombre non nul, sans changer I’égalité). Pour une équation
du type « produit = 0 », on utilise la regle : un produit de facteurs est nul si et seulement
si I’'un au moins des facteurs est nul.

a) x+278 =-19,3, donc x = —19,3 — 27,8 = —47,1. S ={-47,1}.
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b)

7
- =2521,d =52] - - = —— — - = —
x+6 , donc x 5 G 5 5 o

4% 53 done —4z =53 x 9 = 477, donc x = — 0§ = {—477}.
9 4 4

On réduit chaque membre séparément : a gauche 4o —5+4+3 = 4o —2; a droite t — 9+ — 13 =

2x — 22. L’équation devient 4o — 2 = 2z — 22, donc 4x — 2x = —22 + 2, donc 2z = —20, donc

r = —10. S = {-10}.

On développe le membre de gauche en faisant attention aux signes devant les parentheses :

2r—1)—(2+x)—7=2rx—1—-2—x—7=u2x—10. L’équation devient x — 10 = 3 + 7z, donc

xr — 7x =3+ 10, donc —6x = 13, donc = = —%. S = {_163}

On multiplie les deux membres par 12 (PPCM de 4 et 3) pour supprimer les dénominateurs :

T —3 2x
12 =12 —— 42
T X( 3*)’

7 3126 7 3119 S_{gng}

c’'est-a-dire 3(x — 3) = =8z + 24, donc 3z — 9 = —8z + 24, donc 3z + 8z = 24 + 9, donc
11z =33, donc x =3. S ={3}.

Un produit de deux facteurs est nul si et seulement si I'un des deux est nul :

20 +4=0o0udx—1=0,

1 1
doncx=—2ouz == S={-2 =1
onc r oux 3 { ,3}

De méme avec trois facteurs : t +1 =0oux—1=00u2x —3 =0, soit z = -1, x =1 ou

3 3
r=3.5 { ,,2}

Attention : on ne divise jamais par une expression contenant x sans savoir si elle est nulle!
On ramene tout d’un c6té :

(52 —2)(x +7)+ (5z — 2)2 = 0.
Le facteur (5 — 2) est commun :

bz —2)[(x+T7)+ (bz —2)] =0, cest-a-dire (5bz —2)(6z+5) =0.

2 5 2 )
D Sr—2=0 6 5=0, soit x = - =——. S=<-, —=>.
onc 5x ou 6z + , soit x 5 ou x 5 {5, 6}

Solution de I'exercice 9 (Retour a I'énoncé)

Rappel de cours. On résout une inéquation comme une équation (on ajoute/soustrait libre-
ment), mais si on multiplie ou divise les deux membres par un nombre négatif, il faut
inverser le sens de l’inégalité. Pour un produit ou un quotient de plusieurs facteurs dont le
signe dépend de z, on fait un tableau de signes : on étudie le signe de chaque facteur séparément,
puis on applique la regle des signes (produit de deux termes de méme signe — positif, de signes
contraires — négatif) sur chaque intervalle délimité par les valeurs qui annulent un facteur (ou le

dénominateur).
a) t+3 > —5,donc x> —-8. S=]—-8;+o0].
b) r+3<2,doncr<—1. S=]|—o00;—1].
c) 4o > —8, donc x > —2 (on a divisé par 4 > 0, le sens ne change pas). S =]— 2;+o0|.
d) On développe et réduit : 2(z —3) +3(z —6) +6(x —4) = 22 — 6+ 3z — 18+ 62 — 24 = 112 — 48.

4 4
L’inéquation devient 11z — 48 < 0, donc = < TR S = } —00; 1?}

22



CHAPITRE 1. REVISIONS Jules GAGNAIRE

e) On remarque que 2z + 10 = 2(z + 5), donc (z + 5)(2x + 10) = 2(z + 5)2. L’expression devient
(z+5)2 +2(z+5)? =3(z+5)%
Or un carré est toujours positif ou nul : 3(x +5)? > 0 pour tout z, il ne peut donc jamais
étre strictement négatif. S = .
f) Attention, piége : cette expression ne contient pas d’inconnue z ! C’est une simple affirmation

-34+18 15
numérique : —3 +9 = S = — >0, ce qui est vrai. L’inégalité est donc vérifiée pour
tout réel x (elle ne dépend pas de x). S =R.

g) Les deux facteurs s’annulent en x = 2 et x = —3. On dresse un tableau de signes : pour
x < —3 : les deux facteurs (2z — 4) et (x + 3) sont négatifs, produit positif ; entre —3 et 2 :
(x+3) > 0et (2z —4) < 0, produit négatif ; pour x > 2 : les deux facteurs sont positifs,
produit positif. On veut le produit strictement positif : S =] — o0; —=3[U]2; +00].

2
h) Les trois facteurs s’annulent en z = —9 (pour x +9), x = —2 (pour —2z — 4) et z = 3 (pour

2
3z — 2). On ordonne les valeurs : —9 < —2 < 3’ et on teste le signe du produit sur chaque

intervalle (par exemple avec x = —10, x = =5, 2 =0, x = 1) :
x ‘ —00 -9 —2 % +00
signe du produit ‘ + 0 — 0 + 0 —
On veut le produit strictement négatif : S =] — 9; —2[U]Z; +o0l.

i) C’est un quotient : il est défini pour 4 — x # 0, c’est-a-dire = # 4. Le numérateur x — 5
s’annule en x = 5, le dénominateur 4 — z s’annule en x = 4 (valeur interdite). Tableau de
signes : pour z <4 :x —5<0et4—x >0, quotient négatif ; pour4 <z <5:2x—-5<0et
4 — x < 0, quotient positif ; pour x >5:2x—5>0et 4 — 2z <0, quotient négatif ; en x = 5,
le quotient vaut 0 (ce qui convient puisque l'inégalité est large). On obtient : S =]4;5] (on
exclut 4, valeur interdite, et on inclut 5).

Solution de I'exercice 10 (Retour a I'énoncé)

Méthode. Certaines équations du second degré se résolvent directement, sans discriminant, en

reconnaissant une factorisation simple (facteur commun ou identité remarquable), ou en isolant z2.

a) 2 — 25 = 0, c’est-a-dire 22 — 52 = 0, donc (z — 5)(x +5) = 0, donc z = 5 ou # = —5.
S ={-5,5}.

4
b) 322 +4x = 0, donc x(3x +4) = 0, donc # = 0 ou 3z + 4 = 0, c’est-a-dire z = 0 ou = = ~3

4
s fo 1L
2

c) 22+ 7 = 0 équivaut & 22 = —7. Or un carré de réel est toujours positif ou nul, il ne peut
jamais valoir —7. S =@.

d) On reconnait I'identité remarquable a? —2ab+b*> = (a —b)? aveca=2,b=1:2% - 22+ 1=
(r —1)2. Donc (x — 1)? = 0, c’est-a-dire z — 1 = 0, donc = = 1 (racine double). S = {1}.

2 2
e) 922 — 4 = 0, c’est-a-dire (3z)? — 22 = 0, donc (3z — 2)(3z +2) = 0, donc = = gour=-—z
2 2
S=49-, —=¢.
)
Solution de I'exercice 11 (Retour a I'énoncé)
Rappel de cours — résolution générale par le discriminant. Pour une équation axz? +

bxr 4+ ¢ =0 avec a # 0, on calcule le discriminant A = b — 4ac :
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“b-VA b+ VA

— si A > 0 : deux solutions distinctes 1 = ——, 9
2a 2a
T2);

t f(z) = alz —a1)(z -

—b
— s A =0 : une solution double zy = 5 et f(z) =a(z — x0)?;
a
— si A < 0 : aucune solution réelle, et f ne se factorise pas dans R.

La rédaction suivante n’est pas celle attendue, c’est juste les solutions de ’exercice pour que ce
soit clair pour vous. La rédaction est plutét la suivante : Le discriminant de I’équation est "valeur
du discriminant", les solutions sont alors données par "solution 1" et "solution 2".

a) a=2,b=-5c=-3. A= (-5)2—-4x2x(=3)=25+24 =49 = 7% > 0. Donc

B5=T_ 1 5T
1= = Ty 2= 4 T3
1 1
S = {—2, 3} ot f(x):2<x+2> (2—3) = (20 +1)(x - 3).
b)a=1,b=1,c=1. A=1-4=-3<0. S =0 (pas de factorisation réelle).
12 2
C)a:9,b:—12,c:4.A:144—4><9><4:144—144:O.Racinedouble:xozl—8:§.

2 2\ 2
S = {3} et f(z)=9 (:c— 3) = (3x —2)2
d) On peut factoriser —2 directement : f(z) = —2(2? — 6z + 9) = —2(x — 3)? (identité re-
marquable). f(z) = 0 équivaut a (z — 3)? = 0, donc x = 3 (racine double). S = {3},
f(z) = —2(x — 3)2.
e) a=—05b=3c=-95A=32—4x(—05)x(~95)=9-19=-10<0. S=0.
f) a=5,b=12,¢c=3. A =144 — 60 = 84 = 4 x 21, donc VA =221 (irrationnel, ce n’est pas

grave).
—12-2v21  —6—+21 —12+2v21  —6++21
xr1 = = To — = .
! 10 5 ? 10 5
—6—+v21 —64 21 —6 — /21 —6++v21

S = ) et flx)=5le———— | |2 — ——— |.

5 5 5 5

Solution de I'exercice 12 (Retour a I'énoncé)

Méthode. Pour résoudre f(z) = g(x), on rameéne tout d’un seul coté de I’égalité (on calcule
f(x) — g(x) = 0), on développe et réduit pour obtenir une équation de la forme ax? + bz + ¢ = 0,
puis on applique la méthode du discriminant.

a) f(z) = g(x) équivaut a 322 + 5z — (222 — 22 +4) = 0, c’est-a-dire 322 + 52 — 202+ 20 —4 = 0,
donc 22 +7r —4=0. A=7> -4 x 1 x (—4) =49+ 16 = 65 > 0. Donc

L —TENVES
_#.

S:{—7—m —7+m}
2 ’ 2 '

b) On développe (22 + 4) = 42% + 162 + 16 (identité remarquable). L’équation devient 4z? +
16x + 16 = 3z + 5, c’est-a-dire 42 + 162 + 16 — 3z — 5 = 0, donc 422 + 13z + 11 = 0.
A=132-4x4x11=169—-176=-7<0. S=02.

Solution de I'exercice 13 (Retour a I'énoncé)

Rappel de cours — signe d’un trinéme az? + bz + ¢ (a #0) :
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— si A < 0: le trinébme a toujours le signe de a, quel que soit x ;

— si A =0 : le trindme a le signe de a pour tout x # z¢ (et vaut 0 en ) ;

— si A > 0: le trinéme est du signe de a a I’extérieur des racines x1 < 2, et du signe opposé

a)

a a entre les racines.
a=2b=-3c=4:A=9-32=-23<0. Comme a =2 > 0, le trindbme est toujours
strictement positif, donc en particulier toujours > 0. S =R.

On factorise directement : —322 +30x — 75 = —3(22 — 102 +25) = —3(z—5)2. Or (z—5)2 > 0
toujours, donc —3(x — 5)% < 0 toujours, avec égalité seulement en x = 5. On veut I'inégalité
stricte < 0, donc on exclut z =5. S =R\ {5} =] — 00; 5[U]5; +0o0].

a=T7b=2c=—-4:A=4+112 =116 = 4 x 29, donc VA = 21/29. Racines : 715 =
-2+ 242 —-1++2

11 ) = 7 9. Comme a =7 > 0, le trinéme est négatif entre les racines. S =

—1-+/29 —1+@[

7 ' 7
On ramene tout a gauche : 202 —3x+4—5x—6 > 0, c’est-a-dire 222 — 8z — 2 > 0. On divise
par 2 > 0 (le sens de l'inégalité est conservé) : 22 — 4z —1>0. A =16+ 4 = 20 = 4 x 5,
4+ 25
donc VA = 21/5. Racines : z = J =24 +/5. Comme a =1 > 0, le trinéme est positif
a ’extérieur des racines. S = }—oo; 2 — \/5} U [2 +V/5; +oo[.

On ramene tout a gauche : —22 +8x—7—3z?—1 > 0, c’est-a-dire —42? 48z —8 > 0. On divise
par —4 (négatif : on inverse le sens de I'inégalité) : 22 — 22 +2<0.Or A=4—-8=-4<0
et a =1 > 0, donc ce trindme est toujours strictement positif : il ne peut jamais étre < 0.
S=a.

Solution de I'exercice 14 (Retour a I'énoncé

Rappel de cours. Un tableau de deux grandeurs x et y est un tableau de proportionnalité
si y = k x & pour une constante k (le coefficient de proportionnalité) valable pour toutes les
colonnes; dans le repére, les points sont alors alignés sur une droite passant par 1’origine, de pente

k.

1. Périmeétre = 4xcoté (formule du périmetre d’'un carré de coté ¢ : 4c) :

Coté d’un carré 1121 5 7 8 | 10 a b a+b

Périmetre du carré | 4 | 8 | 20 | 28 | 32 | 40 4a | 4b | 4(a+b)

(par exemple, colonne 3 : périmetre = 20, donc cdté = 20/4 = 5; colonne 6 : périmetre = 40, donc
coté = 10.)
Aire = c6té? (formule de laire dun carré) :

Coté duncarré | 1 | 2| 5 7 8 10 a b a-+b

Aire du carré 141]25]49| 64 | 100 a? | b2 | (a+b)?

(par exemple, colonne 2 : aire = 4, donc coté = V4 = 2; colonne 6 : aire = 100, donc coté
= /100 = 10.)

2. Le tableau du périmeétre est un tableau de proportionnalité : & chaque fois, périmetre = 4 x
cOté, avec le méme coefficient k = 4 dans toutes les colonnes. Le coefficient qui permet de repasser

1 1
du périmetre au coté est 1 (Iinverse de 4) : coté = ZXpérimétre.

25



CHAPITRE 1. REVISIONS Jules GAGNAIRE

Le tableau de l'aire n’est pas un tableau de proportionnalité : le rapport aire/cété n’est pas
constant (par exemple % = 1 mais % = 2). On le confirme algébriquement grace a la derniere
colonne : pour le périmetre, on a bien 4(a + b) = 4a + 4b (la valeur pour a + b est la somme
des valeurs pour a et pour b — c’est la caractéristique d’une relation linéaire/proportionnelle) ; en
revanche pour l'aire, (a + b)? = a® + 2ab + b? # a? + b* en général (il manque le terme 2ab) : I'aire
du carré de coté a + b n’est pas la somme des aires des carrés de cotés a et b.

3. Pour le tableau « périmeétre », les points (coté, périmetre) sont alignés sur la droite d’équation
y = 4z, qui passe par l'origine (0, 0) (un c6té nul donne un périmetre nul) et a pour pente (coefficient
directeur) 4 — c’est exactement le coefficient de proportionnalité. Pour le tableau « aire », les points
(cbté, aire) sont sur la courbe d’équation y = 22, une parabole et non une droite : ’aire n’est pas
proportionnelle au coté.

Solution de I'exercice 15 (Retour a I'énoncé)

On travaille avec les unités usuelles en informatique : 1 Go = 1000 Mo (comme 1 km= 1000 m).
1. On calcule d’abord le débit (quantité de données par seconde) :

300 M
débit = ©

=15 Mo/s.

La banque pese 500 Go = 500000 Mo. Le temps nécessaire est

. _ quantité _ 500000 Mo _ 500000 = _ 100000
~ débit 15 Mo/s 15 B

s ~ 333333 s.

On convertit en heures (on divise par 3600, le nombre de secondes dans une heure) :

33333,3

~——a~926h
3600 9,26 b,

soit environ 9 h 15 min.

2. On cherche la quantité maximale ) de données telle que

en secondes : 24 x 3600 = 86400 s. Donc

]_51\6/2_[0/5 < 24 h. On convertit 24 h

@ < 15 Mo/s x 86400 s = 1296 000 Mo = 1296 Go = 1,296 To.

La banque peut donc peser au maximum (un peu moins de) 1296 Go, soit environ 1,3 To.

Solution de I'exercice 16 (Retour a I'énoncé)

On calcule d’abord le volume d’un disque dur, en multipliant ses trois dimensions :

Vaisque = 50 x 30 x 4 = 6000 mm?.
On convertit le volume du coffre en mm?, en se souvenant que 1 m = 1000 mm, donc 1 m? =
1000® mm? = 10? mm?® (attention : on met le facteur de conversion au cube car il s’agit d'un
volume, une erreur fréquente est d’oublier cette mise au cube).
Le nombre de disques que I'on peut ranger dans le coffre est donc
Veoffre o 109 109 106

- = = = ~ 166667 di
" Vdisque 6000 6 x 103 6 1sques

(on arrondit a Pentier inférieur puisqu’on ne peut pas avoir une fraction de disque).
Le stockage total est alors

n x 10 To ~ 166 667 x 10 ~ 1666 667 To ~ 1,67 x 10° To,
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soit environ 1667 Po (pétaoctets, avec 1 Po = 1000 To), c’est-a-dire environ 1,67 Eo (exaoctets,
avec 1 Eo = 1000 Po) : une quantité de stockage colossale !

Solution de I'exercice 17 (Retour a I'énoncé)

Rappel. Une carte a I’échelle 1/N signifie que 1 unité de longueur sur la carte représente

1
N unités de longueur dans la réalité, autrement dit dcate = N X dyeelle (Mémes unités des
deux cotés).

1. La fonction dygelie = dearte = dygene €st une fonction linéaire (proportionnelle) :

— X
25000
c’est une droite passant par l’origine, de pente tres faible (1/25000), donc presque « plate » sur

un graphique usuel.
Pour le batiment de 30 m sur 50 m :

30 m x

=0,0012 m = 1,2 mm, 50 m x = 0,002 m = 2 mm.

1 1
25000 25000

Sur la carte, le batiment mesurera donc 1,2 mm X 2 mm.

dcarte

2. L’échelle est le rapport , calculé avec la méme unité des deux cotés. On convertit 206

réelle
km en cm : 206 km = 206 000 m = 20 600 000 cm. L’échelle vaut donc

75 1 1
20600000 1177143 ~ 1,18 x 108"

soit environ 1/1177000.
La fonction qui donne la dimension réelle (en km) en fonction de la dimension sur la carte (en

cm) est la fonction réciproque de 1’échelle : 206 km correspond & 17,5 ¢cm, donc 1 ¢cm correspond
. 206

a 175 ~ 11,77 km. La fonction cherchée est donc
206
dréelle (km) = ﬂ X dcarte(cm) ~ 11,77 X dcarte(cm),

encore une fonction linéaire (droite passant par l'origine).
3. Si ¢ désigne la longueur du cété sur la carte, la longueur réelle du coté vaut 10000 ¢ (méme
unité). L’aire réelle du batiment carré vaut alors

A(c) = (10000 ¢)* = 10% 2.

Ce n’est pas une fonction linéaire de ¢ : c’est une fonction du second degré (une parabole),
car l'aire dépend du carré de la longueur, contrairement & une simple longueur qui, elle, dépend
linéairement de 1’échelle (comme en question 1).

Solution de I'exercice 18 (Retour a I'énoncé)

Rappel. Une concentration C' (en mg/mL par exemple) relie une quantité de matiére m et
un volume V par m = C x V. On utilise aussi 1 mg = 1000 pug et 1 mL = 1000 puL, donc une
concentration de 10 mg/mL équivaut a 10 pg/pL (les deux facteurs 1000 se simplifient).

Tableau. Avec Cs = 10 pg/pul = 10 mg/mL :

— 1 mL prélevé — 1 mL x 10 mg/mL = 10 mg = 10000 pug.
— 10 pL prélevés — 10 pL x 10 pg/pl = 100 pg.
0 g

10 pg/pl
ce qui confirme la cohérence du facteur de conversion).

— Pour obtenir 100 ug, il faut prélever = 10 uL (on retrouve la colonne précédente,
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1 pg
10 pg/pL

2. Le volume final est V; = 20 puL + 980 pL = 1000 pL = 1 mL. La quantité d’antibiotique
apportée par les 20 L de stock est 20 x 10 = 200 pg (l'eau n’apporte pas d’antibiotique). La
concentration finale est donc

— Pour obtenir 1 ug, il faut prélever = 0,1 uL.

~ 200 pg

C
f 1 mL

=200 pg/mL = 0,2 mg/mL.

3. Notons z = Vg (en mL) le volume de solution stock prélevé, ajouté a 1 mL d’eau. La quantité
d’antibiotique apportée est 10z (mg), et le volume final obtenu est x + 1 (mL). La concentration
finale doit valoir 1 mg/mL, donc

10x
r+1

=1, clest-a-dire 10z =x+1

(on a multiplié les deux membres par z+1 > 0). On résout : 10z —x = 1, donc 9z = 1, donc = = 9

1
Donc Vg = 9 mL ~ 0,111 mL = 111 uL.

4. La quantité de matiere active prélevée est C'g x Vg (concentration du stock x volume prélevé).
Cette méme quantité de matiere se retrouve, aprés dilution, répartie dans tout le volume final Vy
('eau ajoutée ne contient pas de matiere active, elle ne fait que diluer) : la quantité totale ne change
pas, seulement le volume dans lequel elle est répartie. On a donc 1’égalité des quantités :

Csxv,g:CfXVf.
En divisant les deux membres par Vy x Cg (tous deux non nuls), on obtient

Vs Cf

1%
5. O0n a 75 — 10~ et V; = 10 mL, donc
f

Vg=10""x 10 mL =102 mL = 1 uL.
Le volume d’eau a ajouter est
Vy=V; — Vg =10 mL — 0,001 mL = 9,999 mL ~ 10 mL

(le volume de solution stock prélevé est ici tellement petit — 1 pul. — qu’il est négligeable devant le
volume final).
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Chapitre 2

Géométrie plane

Solution de I'exercice 19 (Retour a I'énoncé)

Rappel de cours. Si A(z4,y4) et B(zp,yp) sont deux points d'un repére (O, 7, 7), les coordon-
nées du vecteur AB s’obtiennent en soustrayant les coordonnées de l'origine A a celles de 'extrémité

B:
E(m—m)

YB — YA

1. Ici A(4,—2) et B(—3,—-3), donc

rp—xp4=—-3—4=-7 et yp —ya = —3—(-2)=-3+2=—1,

N =7 , R . R
d’ou ﬁ L Pour le représenter, on place A et B dans le repere, puis on trace la fleche partant

de A et arrivant en B : elle avance de —7 dans la direction de 7’ et de —1 dans la direction de J; ce
qui meéne bien de A(4,—2) a B(—3,—3).

2. Un vecteur n’a pas de position fixée dans le plan : seules comptent sa direction, son sens
et sa norme (sa longueur), qui sont entierement déterminés par ses coordonnées. On peut donc le
représenter par n’importe quelle fleche de coordonnées (—5,2).

Méthode (représenter un vecteur u(a,b)). On choisit librement un point de départ P(zp, yp)
pour la fleche ('origine O est souvent le plus simple), puis on détermine son extrémité Q(zq,yqQ),
de deux facons équivalentes :

— En résolvant une équation. On veut ]@ = 1, c’est-a-dire, d’apres la formule des coordon-
nées d'un vecteur, g —xp = a et yg —yp = b. On en déduit

TQ=xp+a et yg = yp +0b.

— En comptant les carreaux. Sur un repére quadrillé, on part de P et on se déplace de a
carreaux horizontalement (vers la droite si a > 0, vers la gauche si a < 0), puis de b carreaux
verticalement (vers le haut si b > 0, vers le bas si b < 0) : on arrive directement sur Q. C’est
la méme chose que la méthode précédente (on retrouve xg = xp +a, yg = yp + b), mais sans
aucun calcul a poser.

On trace enfin la fleche partant de P et arrivant en @) : c¢’est une représentation de .

Ici, on choisit P = O(0,0) comme point de départ, et @(—5,2) donne a = —5 et b = 2. En
comptant les carreaux : on part de O, on se déplace de 5 carreaux vers la gauche (car a = —5 < 0),
puis de 2 carreaux vers le haut (car b = 2 > 0) : on arrive au point Q(—5,2), extrémité de u (on
retrouve bien zg = 0+ (=5) = =5 et yg = 0+ 2 = 2 avec l'autre méthode).

29



CHAPITRE 2. GEOMETRIE PLANE Jules GAGNAIRE

T
Q(-5,2)
T S inen o v
A(4,-2)

aB_——

-

B(_37 _3)
Solution de I'exercice 20 (Retour a I'énoncé)

Rappel de cours. Deux vecteurs u(z,y) et ¢(a’,y) sont colinéaires si et seulement si leur
déterminant est nul :
xy — 2y =0.

(Intuitivement : deux vecteurs colinéaires ont la méme direction, éventuellement dans des sens
opposés ou avec des longueurs différentes.)

Caleulons d’abord AB & partir de A(1,—2) et B(4,—2) :

B (L5 0)

Notons D(x,y) les coordonnées cherchées. Comme C'(—1,—1),

—(-1) z+1
i .
(y - (=1 y+1
La condition de colinéarité entre 1@(3, 0) et C"ﬁ(:v + 1,y +1) s’écrit :

3x(y+1)—(x+1)x0=0 cest-a-dire 3(y+1)=0 clest-a-dire y=—1.

Le coefficient de z ayant disparu du calcul, la condition ne porte que sur y : tout point D(x, —1),
quelle que soit la valeur de = € R, convient (il y a une infinité de solutions, ce qui est naturel
puisque 1@ n’est pas le vecteur nul : toute droite de direction xﬁ passant par C' fournit un point
D qui convient). On peut par exemple choisir x = 2, ce qui donne D(2,—1); on vérifie alors que

C"ﬁ (_21—:_11> = (g) = E : les deux vecteurs sont méme égaux dans ce cas.

Solution de I'exercice 21 (Retour a I'énoncé)

Rappel de cours. Une équation cartésienne d’une droite est une équation de la forme
axr + by +c=0, ou a, b et ¢ sont des réels avec a # 0 ou b # 0. Un point M (zps,yar) appartient a
cette droite si et seulement si ses coordonnées vérifient I’équation, c¢’est-a-dire ax s + byyr + ¢ = 0.
Une droite admet une infinité d’équations cartésiennes : si ax + by + ¢ = 0 en est une, alors
kax + kby + kc = 0 en est une autre pour tout réel k # 0.

Commencons par nommer les deux points de I’énoncé : notons A(4, —2) et B(—3, —3). Ces deux
points sont distincts, ils définissent donc une unique droite, la droite (AB).

Méthode 1 (colinéarité). Soit M (z,y) un point quelconque du plan. Le point M appartient &
(AB) si et seulement si les points A, B et M sont alignés, c’est-a-dire si et seulement si les vecteurs
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-
AM et zﬁ sont colinéaires, c¢’est-a-dire si et seulement si leur déterminant est nul (pour u(x1,y1)
et U(z2,y2), le déterminant vaut x1y2 — xoy1). On calcule les coordonnées des deux vecteurs :

()= () #(00)= ()

La condition « déterminant nul » s’écrit
(x—4)x(=1)—(=7)x(y+2) =0, c'est-a-dire —x+4+7y+14 =0, c'est-a-dire —a+T7y+18 =0.

En multipliant les deux membres par —1 (on obtient une autre équation de la méme droite), une
équation cartésienne de (AB) est
r— Ty —18 =0.

Vérification (un bon réflexe) : les coordonnées de A et de B doivent vérifier ’équation. On a bien
4—7Tx(-2)—18=4+14—-18=0et -3—-7x (-3)—18=-3+21-18=0.

Méthode 2 (équation réduite). Notons A(x4,y4) et B(xp,yp), c’est-a-dire x4 = 4, y4 = —2,
xp = —3 et yp = —3. Comme x4 # x g, la droite (AB) n’est pas paralléle a I’axe des ordonnées : elle
admet donc une équation réduite y = max + p, ou m est son coeflicient directeur et p son ordonnée
a Porigine. Le coefficient directeur vaut

_yp—ya _—3-(=2) -1 1

mn rp—x4a  —3—4 _?7:7'

L’équation est donc de la forme y = %a: + p. Pour trouver p, on écrit que A appartient a la droite,
c’est-a-dire que ses coordonnées vérifient 1’équation :

—2:%><4—|—p, donc p:—Q—%:—l—;l—éz—?.
Ainsi (AB) a pour équation réduite y = %x — 1—78. En multipliant les deux membres par 7, on obtient
Ty = x — 18, c’est-a-dire x — 7y — 18 = 0 : on retrouve la méme équation cartésienne.

Méthode 3 (vecteur directeur). D’apres le cours, la droite d’équation ax + by + ¢ = 0 admet
t(—b,a) comme vecteur directeur. Ici, AB(—7,—1) est un vecteur directeur de (AB) : on peut donc
choisir a et b tels que —b = —7 et a = —1, c’est-a-dire a = —1 et b = 7. L’équation cherchée est
alors de la forme —z 4 Ty 4+ ¢ = 0, ot ¢ est un réel inconnu. Comme A(4, —2) appartient a la droite,

—4+7x(-2)4+¢=0, donc c=18.

On obtient —x + Ty + 18 = 0, c’est-a-dire, en multipliant par —1, z — 7y — 18 = 0.

Solution de I'exercice 22 (Retour a I'énoncé)

Rappel de cours. Un vecteur 4 # 0 est un vecteur directeur d’une droite d s’il est colinéaire
a tout vecteur défini & partir de deux points de d. Si d a pour équation cartésienne ax + by + ¢ = 0,
le vecteur @(—b, a) est un vecteur directeur de d; si d a pour équation réduite y = ma +p, le vecteur
¥(1,m) en est un. Tout vecteur non nul colinéaire & un vecteur directeur est encore un vecteur
directeur : la réponse n’est donc pas unique.

Méthode 1 (formule du cours). On réordonne ’équation pour ’écrire sous la forme az +
by+c=0:

—x +4y + 10 = 0.

Attention a bien identifier les coefficients (1’énoncé commence par le terme en y) : le coefficient de
x est a = —1, celui de y est b =4, et ¢ = 10. Un vecteur directeur de d est donc

()-C)
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Notons @/ = —, de coordonnées (4, 1) : il est non nul et colinéaire a w, c’est donc aussi un vecteur
directeur de d (plus agréable & manipuler).

Méthode 2 (deux points de la droite). On cherche deux points de d en fixant une coordonnée
et en calculant l'autre grace a I’équation.

— Pour 2 =0:4y+10=0, donc y = —% = —%. Le point P (O, —%) appartient a d.
— Pour y =0: —x + 10 = 0, donc = = 10. Le point Q(10,0) appartient a d.
Le vecteur ]@ (10 -0, 0— (—%)), c’est-a-dire ]@ (10, %), est un vecteur directeur de d. On vérifie

qu’il est colinéaire & (4, 1) trouvé par la méthode 1 : 10 x 1 — 4 x g =10—10 = 0. (On a méme

PQ =3

Méthode 3 (équation réduite). Comme b = 4 # 0, on peut isoler y :

1 10 1 5
dy=x—1 — g = .
y==x 0, donc vy il 175

Le coefficient directeur de d est m = 3, donc @/ (1, %) est un vecteur directeur de d. Le vecteur 4v

1
4
a pour coordonnées (4 x 1,4 x i) = (4,1) : on retrouve exactement .

Solution de I'exercice 23 (Retour a I'énoncé)

Rappel de cours. Toute droite non parallele a I’axe des ordonnées admet une unique équation
réduite y = mx + p, o m est le coefficient directeur et p 'ordonnée a ’origine (I'ordonnée
du point de la droite d’abscisse 0). Si A(z4,y4) et B(zp,yp) sont deux points distincts d'une telle
droite, alors

Y —Ya
m="—.
Ip —TA
Enfin, un point appartient a une droite si et seulement si ses coordonnées vérifient I’équation de la
droite.

1. On traite les droites une par une.

Droite (D) : y = —4x + 1. L’équation est déja sous forme réduite : m = —4 et p = 1.

— Le point d’abscisse —1 a pour ordonnée y = —4 x (—1)+1=4+41=>5: c’est le point (—1;5).
— Le point d’ordonnée 3 a une abscisse x qui vérifie 3 = —4x 4+ 1, donc —4x = 2, donc x = —% :
c’est le point (—%; 3).

Droite (D3) : 3z — 2y + 1 = 0. On isole y pour obtenir la forme réduite : —2y = —3z — 1, puis,

en divisant les deux membres par —2, y = %x + % Donc m = % et p= %

— Le point d’abscisse 0 a pour ordonnée I'ordonnée a l’origine p = % : c’est le point (O; %)
1
2

— Le point d’ordonnée —% a une abscisse x qui vérifie —% = %x + %, donc %JL‘ = —% — 5 =-2,
donc x = —2 x % = —% : c’est le point (—%; —%)
Droite (D3) : coefficient directeur —3, passant par (1;—1). Son équation réduite est de la forme
Yy = —%x +p, ot p est un réel inconnu. Le point (1; —1) appartient a la droite, donc —1 = —% X 14+p,
doup=—-1+ % = —%. L’équation de (Ds3) est y = —%x - %
— Le point d’abscisse 3 a pour ordonnée y = —% - % = —% = —2: cest le point (3; —2).

Droite (Dy) : passant par (4;5) et (2;2,5). Notons A(z4;ya) et B(zp;yp) ces deux points, ¢’est-
a-dire x4 =4, ya =5, xtp = 2 et yg = 2,5. Comme x4 # xp, la droite n’est pas parallele a 'axe
des ordonnées, et

YB — YA
m = =

2,5 — -2
55 = )5 =1,25 = ?
TR — XA 2—4 —2 4

L’équation réduite est de la forme y = %a: +p; comme A appartient a la droite, 5 = % x4+p=>5+p,
donc p = 0. L’équation de (Dy) est y = %33 (c’est une droite qui passe par 'origine).
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Droite (Ds) : passant par (1;3) et (—1; —2). Notons de méme A(z4;ya) et B(zp;yp) ces deux
points, c’est-a-dire cette foiszg =1, y4 = 3, xp = —1 et yp = —2. Comme x4 # xp, la droite n’est
pas parallele a ’axe des ordonnées, et

YB — YA —-2-3 —5 5
m = = —

tp—1x4 —1-1 -2 2

L’équation réduite est de la forme y = %a: + p; comme A appartient a la droite, 3 = % x 1+ p, donc

p=3—5 =3 Léquation de (Ds) est y = 3z + 3.

On obtient le tableau complété (valeurs trouvées en gras) :

Droite Equation Coeff. directeur | Ordonnée a ’origine | Point A sur la droite | Point B sur la droite
. 1.
(D1) y=—dr+1 4 1 (—1;5) (—5,3)
(D2) |3z—-2y+1=0 5 3 (0:3) (-%-3)
(Dy) | y=—32—; — -3 (5-1) (3:-2)
(Da) y=jz 3 0 (4;5) (2:2,5)
(D5) | y=3x+3 2 3 (1;3) (-1-2)

2. Méthode 1 (vecteurs directeurs). Deux droites sont paralléles si et seulement si leurs
vecteurs directeurs sont colinéaires. D’apres le cours, la droite d’équation réduite y = ma + p admet
le vecteur (1,m) comme vecteur directeur. Notons donc ¢ (1, —4) un vecteur directeur de (D7) et

U3 (1, —%) un vecteur directeur de (D3). Leur déterminant vaut

lx(—;)—lx(—ll)——;—i-él—;;éo.

Les vecteurs ¥ et U3 ne sont pas colinéaires, donc (D1) et (D3) ne sont pas paralléles.

Méthode 2 (coefficients directeurs). Le calcul précédent se généralise : considérons deux
droites non paralleles a I'axe des ordonnées, d’équations réduites y = mx +p et y = m/z + p’. Elles
ont pour vecteurs directeurs (1,m) et (1,m’), dont le déterminant vaut 1 x m’ — 1 x m =m’ —m.
Ces deux droites sont donc paralléles si et seulement si m’ —m = 0, c’est-a-dire si et seulement si
elles ont le méme coefficient directeur. Ici, (D7) a pour coefficient directeur —4 et (D3) a pour
coefficient directeur —% : comme —4 # —%, les droites ne sont pas paralléles.

3. Pour tracer une droite, il suffit d’en placer deux points. Pour (D;), on utilise le point (0;1)
(ordonnée a lorigine) et le point (—1;5) du tableau; on peut aussi utiliser le coefficient directeur
m = —4 : quand on avance d’un carreau vers la droite, on descend de 4 carreaux, et donc quand
on recule d’un carreau vers la gauche, on monte de 4 carreaux (chemin en pointillés sur la figure).
Pour (Ds3), on utilise les points (1; —1) et (3; —2) du tableau.

=
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4. Les droites (D) et (Ds3) ne sont pas paralléles (question 2), elles se coupent donc en un
unique point. Notons I(z,y) ce point d’intersection. Comme I appartient a la fois a (Dy) et a (Ds),
ses coordonnées vérifient simultanément les deux équations :

=4z +1 t =—x—=.
Y T + e Y 21: 5

Méthode 1 (égalité des ordonnées). Les deux expressions de y sont égales, donc

1 1
—4 l=—cx—=.
r+ 2x 5
On multiplie les deux membres par 2 pour supprimer les fractions : —8r + 2 = —x — 1, donc

—8z + 2 =—1—2, donc —7z = —3, donc 2 = 2. On en déduit y avec I'équation de (D) :

VI DR O S
R AR N A &
On vérifie avec 'équation de (D3g) : —5 x 2 — 1 = -3 — L=-1= -2

Méthode 2 (combinaison des équations cartésiennes). On écrit les deux équations sous
forme cartésienne : (Dq) : dx+y—1 =0, et (D3) : en multipliant y = —%:z: — % par 2, 2y = —x — 1,
c’est-a~dire x + 2y + 1 = 0. On doit donc résoudre le systéeme

dr4+y—1=0 (Ll)

On élimine y en calculant 2 x (L1) — (L) : 8z +2y —2 —x — 2y — 1 = 0, c’est-a-dire 7z — 3 = 0,
3 12 5

donc z = =. Puis (L1) donmme y =1 —4dor=1— = = —=.

3
Le point d’intersection est I (7; -

), ce qui est cohérent avec la figure.

Solution de I'exercice 24 (Retour a I'énoncé)

Rappel de cours. Un triplet (O, 4, v) est un repére du plan dés que @ et ¢ ne sont pas
colinéaires (deux vecteurs non colinéaires suffisent toujours a repérer tout point du plan). Ce repere
est de plus dit orthonormé si, en plus, @ et ¢ sont orthogonauz (i-v = 0) et unitaires (||i|| = ||v]| =
1). On nous dit dans I’énoncé que (0,7, 7) est orthonormé : on a donc ||7]] = |7l =1 et 7- 7= 0.

1. Examinons chacun des quatre triplets.

— (0,7%,]) : c’est le repeére de référence lui-méme, il est orthonormé par hypothese.

— (0,7,—]) : le vecteur —7'n’est pas colinéaire a 7 (il a juste un sens opposé a 7), donc c’est bien
un repére. De plus || — 7| = |7l =1 et 7- (=) = —(¥-7) = —0 = 0 : les deux vecteurs sont
orthogonaux et unitaires, donc ce repére est orthonormé.

— (0,7,—17) : de méme, J et —2'ne sont pas colinéaires (c’est un repere), || -] =1, et - (—=2) =
—(7+-7) =0 : ce repére est également orthonormé.

— (0,7,7+)) : dans le repere (0,7, 7),on a2(1,0) et 74+7(1,1) ; leur déterminant vaut 1x1—1x0 =
1 # 0, donc les deux vecteurs ne sont pas colinéaires : c¢’est bien un repeére. En revanche,
T-@+)=0-7+7-7=|1l> +0 =10 : les deux vecteurs ne sont pas orthogonaux (et
|7+ 71 = V2 # 1 n’est pas unitaire non plus). Ce repére n’est donc pas orthonormé,
bien que ce soit un repere.

En résumé, trois des quatre triplets sont des repéres orthonormés : (0,7, 7), (0,7, —)) et (O,7,—17);
le dernier, (O,7,7+ J), est un repére mais pas un repere orthonormé.

2. Il faut bien comprendre que les coordonnées d’un point dépendent entierement du repere
choisi pour les exprimer : « les coordonnées de A sont (1, 1) dans le repere (0,7, 7) » signifie que le
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— —
vecteur position OA s’écrit OA =1-74 1- 7. On exprime chacun des trois points sous cette forme,
dans la base canonique (7, 7), afin de pouvoir les comparer :

OA=1.741.7=7+7
OB=0-74+1-(T+) =747
OC=1-(-D)+1-(-))= -7

—
On constate que OA = O? : les points A et B ont donc exactement le méme vecteur position depuis
O, ce qui signifie qu’ils sont confondus (4 = B), méme s’ils sont donnés par des coordonnées

différentes dans deux reperes différents. D’autre part OC = —0OA, c’est-a-dire O est le milieu de
[AC] : le point C' est donc le symétrique de A (et de B) par rapport a O.

Solution de I'exercice 25 (Retour a I'énoncé)

Rappel de cours. Les droites (AB) et (C'D) sont paralléles si et seulement si les vecteurs E
et OD sont colinéaires. Deux vecteurs U(z1,y1) et U(za,y2) sont colinéaires si et seulement si leur

déterminant x1ys — xoy; est nul.
1. Méthode 1 (colinéarité). Avec E(—7,6), F'(3,3), G(—8,—1) et H(4,-5) :

#(00)= () @ (5= (%)

Leur déterminant vaut
10 x (—4) =12 x (=3) = —40 436 = —4 # 0.

Les vecteurs ﬁ et Cﬁ[ ne sont pas colinéaires, donc les droites (EF') et (GH) ne sont pas
paralléles.

Méthode 2 (coefficients directeurs). Notons E(zg, yg), F(xr,yr), G(xa,ya) et H(x g, ym).
Comme zp # zp et x¢ # 2, aucune des deux droites n’est parallele a ’axe des ordonnées, et leurs
coeflicients directeurs valent
_yr—ye _ 3—6 3 oy —Yye _ —5—(-1) 4 1

MEE e —ap  3- (-7 100 M T g —ae T 4-(-8) 12§

Or deux droites non paralléles a 1’axe des ordonnées, d’équations réduites y = ma+p et y = m'z+p/,
ont pour vecteurs directeurs (1,m) et (1,m), dont le déterminant vaut m’ — m : elles sont donc
paralléles si et seulement si m = m/. Ici —13—0 = —% et —% = —% sont différents : les droites ne sont
pas paralleles.

Remarque. Les deux coefficients directeurs sont tres proches : sur un dessin, les droites semblent
paralleles. C’est précisément pour cela qu’on ne conclut jamais sur une lecture graphique, mais par
un calcul.

2. Ici x désigne 'abscisse inconnue du point L(z, —5). Remarquons d’abord que L # G quelle
que soit la valeur de x (leurs ordonnées —5 et —1 sont différentes) : la droite (GL) est donc bien
définie.

Méthode 1 (colinéarité). Avec G(—8,—1),

r—(=8)\ (x+38
(5 E) - ()
Les droites (E'F) et (GL) sont paralleles si et seulement si E?(lO, —3) et Gj(:c + 8,—4) sont
colinéaires, c’est-a-dire si et seulement si

10x (—4) — (x +8) x (=3) =0, clest-a-dire —40+3x+24 =0, clest-a-dire 3z = 16.
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16
Donc x = —.

Méthode 2 (coefficients directeurs). Si x = —8, le point L(—8,—5) a la méme abscisse que
G : la droite (GL) est alors parallele & ’axe des ordonnées, donc pas parallele a (E'F') (qui ne l'est
pas). On suppose donc x # —8; le coefficient directeur de (GL) vaut alors

5-(-1) -4
MEL= "0 (8) 248

Les droites sont paralleles si et seulement si mgy, = mpgp, ¢’est-a-dire
p G )

-4 3
z+8 10
En multipliant les deux membres par 10(x +8) (non nul) : =40 = —3(z +8), donc —40 = —3z — 24,
16
donc 3x = 16, donc = = 3

1 1
Conclusion : (E'F) et (GL) sont paralleles si et seulement si x = ;, c’est-a-dire pour L (36, —5).

Solution de I'exercice 26 (Retour a I'énoncé)

Rappel de cours. Si @(uy,u,) est un vecteur et k un réel, le vecteur k@ a pour coordonnées
(kug, kuy) ; deux vecteurs sont égaux si et seulement s’ils ont les mémes coordonnées. Trois points

A, B, C sont ahgnes si et seulement si les vecteurs 1@ et /@ sont colinéaires.
On a A(—2,3), B(3,—1) et C(4,4).
1. On calcule d’abord

R (- ()

T+ 2

Notons K(x,y) le point cherché. Alors AK <y 3>, et I'égalité R = —%ﬁ donne, coordonnée

par coordonnée,

3
r+2=-9 donc x=-—11, y—3:—§ donc y=3——-=—.

o ¢ (-11.2)

2. On calcule

D)) e (00)-0)

Notons a présent L(x,y) (les lettres x et y désignent maintenant les coordonnées inconnues de L).

Alors ﬁ (i + g) et ’égalité ﬁ = %E donne

7
Dou L (| - .
ou (4,0>

3. On calcule
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Notons M (z,y) le point cherché. Alors B—]\>J <:3j—_i- il’))’ et I'égalité B—]\>4 = %B? donne

1 18 1 19 5 5 6 1
x—3 G onc « 6+6 G Y+ 5 onc y 56 5
DbﬁM(H{—w.
6" 6

4. Méthode 1 (déterminant). Les points K, L et M sont alignés si et seulement si K1 et

m sont colinéaires. Avec K (—11, %), L (%,O) et M (%9,—%) :

() (h). w5 (5)-(%)
2 2 6 2 3 3

Leur déterminant vaut
51 ( 5) 85 ( 3) 255 255
—Xl—-—=]-"—xX[—=|=— 4+ — = 0
4 3 6 2 12 12

T
Les vecteurs ﬁ et KM sont colinéaires et ont le point K en commun : les points K, L et M sont
alignés. (On peut vérifier que ﬁ = %KM.)
—
Méthode 2 (relation de Chasles, sans coordonnées). On exprime K1 et KM en fonction

des deux _Eguls vecteurs E et AC, a I_’Ei_gie des relations de ’énoncé et de la relation de Chasles.
Comme AK = —%ﬁ, son opposé est KA = %@ Alors

ﬁ:I?ZJrﬁ:%ﬁJr%ﬁ.

Pour KM, on passe par A puis par B : KM = 1?74 + E + BM. Or BM = %B? et, par Chasles,

B?:B—Zl—kz@:—ﬁ—i—ﬁ. Donc
it =30+ ap - b Lac - (- s (4 ) ae - S Sae

; . §§;§_§ 6 _ 9. 8&;5_3
On compare les coefficients : devant AB, § + ¢ = 5 X g = 55; devant AC, 53 + 3 = 5 X
C’est le méme rapport, donc

9 — 9 5 9 5 3 3

e
Sle

—
Ainsi ﬁ = %K M : ces vecteurs sont colinéaires, et K, L, M sont alignés.
Méthode 3 (équation de droite). On détermine une équation de la droite (K L), puis on

vérifie que M lui appartient. Le vecteur 4]?2 a pour coordonnées (51, —6); en le divisant par 3,
on obtient le vecteur w(17, —2), non nul et colinéaire a ﬁ, donc directeur de (KL). Soit P(x,y)
un point du plan. Il appartient a (K L) si et seulement si ﬁ (x + 11, y — %) et w(17,—2) sont
colinéaires :
3 o 51
(x+11) x (=2) =17 x [y — 5) = 0, Cclest-a-dire —2z—22—17y+ 5= 0,

c’est-a-dire —2x — 17y + % = 0. En multipliant par —2 : (K L) a pour équation 4z + 34y — 7 = 0.
On vérifie que L appartient bien a cette droite : 4 x % +34 x0—7=0. Puis, pour M (%, —%) :

19 1
4x —+34 — | T === — - — =0.
< +31x (=¢)
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Les coordonnées de M vérifient 1’équation de (K L) : M appartient a (K L), donc K, L et M sont
alignés.

Solution de I'exercice 27 (Retour a I'énoncé)

On a A(2,2), B(—3,—6) et C(10,—3).
1. Dans un parallélogramme ABCD (sommets nommés dans cet ordre en tournant autour de
la figure), les cotés opposés [AB] et [DC] sont paralleles et de méme longueur et de méme sens, ce

qui se traduit vectoriellement par 1@ = DC. Notons D(z,y).

we)-0) = (55)

L’égalité E = l% donne, coordonnée par coordonnée :
—5=10—2 donc =z =15, —8=-3—y donc y=0>.

Dot D(15,5).
2. On calcule chaque longueur comme la norme du vecteur correspondant, ||i(x,y)|| = /22 + y? :

AB (:g) = AB = /(-5)2+ (—8)2 = v/25 + 64 = V/89.

m(ﬁg_ 22) _ (_85) L AC = \J9 4 (<5 = VEIT T = VED.

BC <i%__((__?)> = (133> = BC=+13+32 = V169 + 9 = VIT8.
On remarque que AB = AC = /89 : le triangle ABC' est donc isocéle en A. De plus, BC? =
178 = 89489 = AB? + AC? : d’aprés la réciproque du théoréme de Pythagore, le triangle ABC est
rectangle en A (I'angle droit est au sommet opposé au plus grand coté [BC]). En résumé, ABC
est un triangle rectangle et isoceéle en A.

3. Notons B(xp;yp) et C(zc;yc), cest-a-dire zp = —3, yp = —6, zc = 10 et yo = —3. Les
coordonnées du milieu d’'un segment sont la moyenne des coordonnées de ses extrémités :

I(x3+zc y3+yc) B (—3+10 —6+(—3)> B (7 _9)
2 72 a 2 2 - '

27 2

4. On calcule d’abord C"ﬁ et I—Z :

()0 L))

3 13 10 3 16 13 7 29
B T (5o )< (10210 ) (12,

2 2 2 ' 2 272

N[~

Donc

7. Th
Notons J(x,y). Comme B(—3,—6), BJ (512) L’égalité Bj=C + I'A donne :
7 7 1 29 29 29 12 17

1 17
Doud|=,—|.
o7 (3.5 )
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5. Notons I (z1;yr) et J(xs;y7), ¢’est-a-dire, d’apres les questions précédentes, x; = %, yr = —%,
Ty = % et yy = 177 Le milieu de [I.J] a pour coordonnées

: -3+ 4 4
(x[-i—f]’yl‘i'yJ): I+3 ’ :<7):(2’2)'
2 2 2 2 22
On retrouve exactement les coordonnées de A(2,2) : A est bien le rrili}eu di>[l J].
6. Méthode 1 : relation de Chasles. Les trois vecteurs JK, CK et AK de I’équation ont

tous pour extrémité le point inconnu K. Plutot que de passer tout de suite en coordonnées, on peut

—
utiliser la relation de Chasles pour les faire tous passer par le méme point, ici A (puisque AK
figure déja dans I’équation) :

-

JK = JA + 4K, CK = AK

+ AK.

2l

En substituant dans I’équation de 1’énoncé :
2(JA+AK) +3(CA+ AK) — 24K =204 + CD

0JA+3CA+ (2432 AK =204 +
=3

2

3AK = CD — CA—2JA.
Il ne reste plus qu’a calculer le membre de droite en coordonnées. On a déja C@ 5,8) (question

4) et, comme CA est le vecteur opposé de zﬁ 8,—5) (question 2), CTZX( 8,5). Avec J (1 1—7) et
A(2,2) :

D’ou

- (1) (3) (L) () - (1)~ m(d).

_> —
Notons K (zk,yr). Comme A(2,2), AK (xK _ ;), et I’égalité des coordonnées donne

YK
10 6 16 16 16 6 22
TK 3 donc g 3+3 3 YK 3 donc  ygi 3+3 3
16 22
D'ou K
ot (3 3)

Méthode alternative (sans Chasles). Notons K (z,y). Les vecteurs de I’équation ont pour
coordonnées, avec J(l 17) C(10,-3), A(2,2), C'A( 8,5) et C@ 5,8)

_1 _ _
w(778), am(rov), am(s-2).
L’équation 2,]—[>( + 3CK — 224—1_% = 2CT>
abscisses :

(713 équivaut a 1’égalité des deux coordonnées. Sur les
1
2(:,;—2) 43z —10) — 20z —2) = 2 x (—8) + 5

2r—143x-30—-224+4=-164+5 — 3Jr—-21=-11 — zx=—.

Sur les ordonnées : 17
2(y—2> +3(y+3)—2(y—2)=2x5+38
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22
20 —17T+3y+9—-2y+4=1048 — 3Jy—4=18 — V=5
) 16 22 ,
On retrouve bien K 33 ) comme avec la méthode de Chasles.

—
7. Montrons que D, J et K sont alignés, c’est-a-dire que ﬁ et JK sont colinéaires. Avec
117 16 22 .
D(15,5), J (5, ) et K (%,%2)

2572
15— L 29 /81
2 2 3 2
2 2 3 2
Calculons leur déterminant :
29 < 7> 29 ( 7) 203 203
— X —_ | - — x —_ ) =4 — = 0
2 6 6 2 12 12
—

—
Le déterminant est nul, donc JD et JK sont colinéaires (on remarque méme que JD = 37 ).
Comme ils partagent en outre le point commun J, les points D, J et K sont alignés.

Il
VR
ol oI
~

Solution de I'exercice 28 (Retour a I'énoncé)

1. Pour tracer une droite, il suffit d’en connaitre deux points. On connait déja A(—1,2); il reste
a en trouver un second. L’idée est de partir de A et de « suivre » un vecteur directeur. Mais @ a une
coordonnée non entiere (—%), ce qui n’est pas pratique sur un quadrillage. Or tout vecteur non nul
colinéaire & un vecteur directeur est encore un vecteur directeur : notons @ = 3, de coordonnées

(3 x 1,3 x (—%)) = (3,—2); c’est aussi un vecteur directeur de d, & coordonnées entieres.

Notons P(xzp,yp) le point tel que ﬁ = ; il appartient a d. On peut le trouver de deux fagons
(comme pour représenter un vecteur) :

rp+1

y 2) et D'égalité ﬁ = w donne zp + 1 = 3 et
p—

— en résolvant une équation : /ﬁ(
yp —2=—2,donc zp =2 et yp =0;

— en comptant les carreaux : on part de A, on avance de 3 carreaux vers la droite, puis on
descend de 2 carreaux (chemin en pointillés sur la figure).

Dans les deux cas, P(2,0). La droite d est la droite (AP) :

~y

£

L]

B(5,—4)

2. Sur la figure, B semble ne pas étre sur d; une lecture graphique n’est cependant pas une
preuve (un point peut étre tres proche d’une droite sans étre dessus). On le démontre par le calcul.
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Méthode 1 (colinéarité). La droite d passe par A et a pour vecteur directeur @. Le point B
appartient & d si et seulement si AB et @ sont colinéaires. On calcule

5—(-1)\ [ 6
Le déterminant de @ (1, —%) et ﬁ(ﬁ, —6) vaut

1x(—6)—6x <—§>:—6+4:—27é0.

Les vecteurs ne sont pas colinéaires, donc B n’appartient pas a d.

Méthode 2 (équation de d). La droite d’équation ax + by + ¢ = 0 admet (—b,a) comme
vecteur directeur. Avec le vecteur directeur w(3, —2), on peut choisir —b = 3 et a = —2, c’est-a-dire
a = —2et b =—3: une équation de d est de la forme —2x — 3y + ¢ = 0, ol ¢ est un réel inconnu.
Comme A(—1,2) appartient a d,

—2x(=1)=3x2+4+c¢=0, cest-a-dire 2—6+c=0, donc c=4.

Une équation de d est donc —2z — 3y + 4 = 0, ou encore (en multipliant par —1) 2x 4+ 3y — 4 = 0.
On teste les coordonnées de B(5, —4) :

2x54+3x(—4)—4=10—12—4=—6#0.

Les coordonnées de B ne vérifient pas I’équation de d : B n’appartient pas a d.
Remarque. La droite d d’équation 2x + 3y — 4 = 0 est exactement la droite étudiée dans
I’exercice suivant.

Solution de I'exercice 29 (Retour a I'énoncé)

Rappel de cours. Une droite non parallele a I'axe des ordonnées admet une unique équation
réduite y = max + p. Si une droite a pour équation cartésienne ax + by + ¢ = 0, alors 4(—b, a) est un
vecteur directeur ; si elle a pour équation réduite y = mx + p, alors ¥(1, m) est un vecteur directeur.

1. On isole y dans I'équation 3y + 2z —4 =0 :

2 4
3y = —2x +4, puis, en divisant par 3 (#0), y= —3% + 3
La forme réduite de I'équation de d est y = —5x + 3 : son coefficient directeur est m = —% et son
ordonnée & l'origine est p = %.
2. Méthode 1 (a partir de I’équation cartésienne). On réordonne 1’équation sous la forme
ar+by+c=0:2x+3y—4=0,donca=2,b=3et c=—4. Le vecteur

(-

est un vecteur directeur de d, et il est bien a coordonnées entieres.

Méthode 2 (a partir de I’équation réduite). D’apres la question 1, ¥ (1, —%) est un vecteur
directeur de d. Ses coordonnées ne sont pas entieres, mais le vecteur 37, de coordonnées (3, —2),
est non nul et colinéaire & ¥ : c’est aussi un vecteur directeur de d, a coordonnées entieres. (C’est
lopposé de @ : 30 = —1i.)

Méthode 3 (deux points de la droite). On cherche deux points de d & coordonnées entieres :
il faut choisir des abscisses « pour lesquelles 3y = 4 — 2z est un multiple de 3.

— Pour z =2 :3y=4—4 =0, donc y = 0. Le point P(2,0) appartient & d.
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— Pour x = —1:3y =4+ 2 =06, donc y = 2. Le point Q(—1,2) appartient a d.

Le vecteur ]@(—1 —2,2-0), c’est-a-dire ]@(—3, 2), est un vecteur directeur de d : on retrouve .
Remarque. On retrouve la droite de I'exercice précédent : Q(—1,2) était le point A et P(2,0)
le point obtenu en suivant le vecteur directeur a coordonnées entieres.

Solution de I'exercice 30 (Retour a I'énoncé)

Notons A une droite admettant @(3, —2) comme vecteur directeur.

La droite A n’est pas paralléle a ’axe des ordonnées. Une droite parallele a I'axe des
ordonnées a une équation de la forme x = k (ou k est un réel), c’est-a-dire 1 x z +0xy — k = 0;
avec a = 1 et b = 0, elle admet donc (—b,a) = (0,1) comme vecteur directeur. Or le déterminant
de u(3,—2) et de (0,1) vaut 3 x 1 — 0 x (—2) = 3 # 0 : ces vecteurs ne sont pas colinéaires. Donc A
n’est pas parallele a I’axe des ordonnées, et elle admet une équation réduite y = mx + p, ou m est
le coefficient directeur cherché.

Méthode 1 (vecteur directeur (1,m)). D’apres le cours, ¥(1,m) est un vecteur directeur de
A. Deux vecteurs directeurs d’'une méme droite sont colinéaires, donc le déterminant de (3, —2) et
v(1,m) est nul :

2

3xm—1x(-2)=0, clest-a-dire 3m+2=0, donc m= —3

(Autre fagon de le voir : %ﬁ a pour coordonnées (1, —%) ; c’est un vecteur directeur de la forme
(1,m), avec m = —%.)

Méthode 2 (deux points de la droite). Soit A(x4,y4) un point quelconque de A, et notons
B(zp,yp) le point tel que AB = . Ce point B appartient aussi & A (il est obtenu en partant de A
et en suivant un vecteur directeur), et 1’égalité AB = i donne xp — x4 = 3 et ygp — ya = —2. Donc

Yp —ya _ —2 2

nmn = —- = — = ——.
TR — TA 3 3

. . 2 s .

Le coefficient directeur est m = —3 : quand on avance de 3 unités vers la droite, on descend
de 2 unités, donc quand on avance d’une unité, on descend de % Plus généralement, une droite de
U
i)

vecteur directeur u(u,,u,) avec u, # 0 a pour coefficient directeur m =
Uy

Solution de I'exercice 31 (Retour a I'énoncé)

Méthode. Soit d la droite passant par un point A(z4,ya) et de vecteur directeur u(u,,uy), et
soit M(x,y) un point quelconque du plan. On dispose de deux méthodes.

—
— Meéthode 1 (colinéarité). M appartient & d si et seulement si AM(x — x4, y — ya) et
U(ug, uy) sont colinéaires, c’est-a-dire si et seulement si

(z —xa)uy —uz (y —ya) = 0.

— Méthode 2 (formule du vecteur directeur). La droite d’équation ax + by + ¢ = 0 admet
(—b,a) comme vecteur directeur. On choisit donc a et b tels que —b = u, et a = u,, puis on
détermine le réel ¢ en écrivant que les coordonnées de A vérifient 1’équation.

1. A(-3,2) et w(2,—1).
—
Méthode 1. AM (;j i_ ;’) et 4 (_21> sont colinéaires si et seulement si
(z+3)x(-1)—2x(y—2) =0, clest-a-dire —x—3—-2y+4=0, clest-a-dire —z—2y+1=0.
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En multipliant par —1, une équation de la droite est x + 2y — 1 = 0.

Méthode 2. On choisit —b = 2 et a = —1, c’est-a-dire a = —1 et b = —2 : ’équation est de la
forme —z — 2y + ¢ = 0. Comme A(—3,2) appartient a la droite : 3 —4 + ¢ = 0, donc ¢ = 1. On
retrouve —x — 2y +1 = 0.

Vérification : —34+ 2 x 2 —1 =0, le point A vérifie bien I’équation x + 2y — 1 = 0.

2. A(—2,2) et 4(0,—15).
x4+ 2

Méthode 1. AM
y—2

(0 .. . .
et u ( 1 5) sont colinéaires si et seulement si

(x4+2)x (=15) —=0x (y —2) =0, clest-a-dire —15(x+2) =0, clest-a-dire z+2=0

(on a divisé par —15 # 0). Une équation de la droite est donc z + 2 = 0, ou encore x = —2.

M¢éthode 2. On choisit —b = 0 et @ = —15, c’est-a-dire a = —15 et b = 0 : 'équation est de la
forme —15x + ¢ = 0. Comme A(—2,2) appartient a la droite : 30 + ¢ = 0, donc ¢ = —30. L’équation
—15z — 30 = 0 équivaut, en divisant par —15, a = + 2 = 0, c’est-a-dire x = —2.

Interprétation : i = —157 est colinéaire a 7, donc la droite est parallele a I’axe des ordonnées ;
conformément au cours, elle a une équation de la forme x = k, ici avec k = —2 (I'abscisse de A).
Elle n’a pas d’équation réduite.

3. A(0,—4) et 1(28,35). On remarque que 28 =7 x 4 et 35 =7 x 5 : on peut donc simplifier le
vecteur directeur. Notons w = %ﬁ, de coordonnées (4,5); il est non nul et colinéaire a 1, c’est donc
aussi un vecteur directeur de la droite.

. _
Méthode 1. AM (m 0 t W sont colinéaires si et seulement si

. 4
y+4 5
rxb—4x(y+4) =0, Ccest-a-dire 5xr—4y—16=0.
(Sans simplifier @, on aurait obtenu 35z — 28(y + 4) = 0, c¢’est-a-dire 35z — 28y — 112 = 0, qui est
la méme équation multipliée par 7.)

Meéthode 2 (équation réduite). Le vecteur %15, de coordonnées (1, g), est un vecteur directeur de

la forme (1,m) : le coefficient directeur de la droite est donc m = % De plus, A(0,—4) est le point

de la droite d’abscisse 0 : 'ordonnée a l'origine est p = —4. L’équation réduite est y = %:c —4:en
multipliant par 4, 4y = 5x — 16, c’est-a-dire bx — 4y — 16 = 0.

Vérification : 5 x 0 —4 x (—4) — 16 = 16 — 16 = 0.
Solution de I'exercice 32 (Retour a I'énoncé

Rappel de cours. Deux droites sont paralleles si et seulement si leurs vecteurs directeurs
sont colinéaires. La droite d’équation azx + by + ¢ = 0 admet (—b,a) comme vecteur directeur :
en particulier, toute droite d’équation az + by + ¢ = 0, avec les mémes coefficients a et b (et un
réel ¢ quelconque), admet le méme vecteur directeur, donc elle est parallele a la droite d’équation
ar + by +c=0.

Dans chaque cas, notons d’ la droite cherchée, passant par A et parallele & d.

1. A(2,-3) et d:2x —y+2=0, cest-a-dire a =2, b= —1, ¢ = 2.

Méthode 1 (vecteur directeur et colinéarité). Un vecteur directeur de d est @(—b,a) =
(1,2); comme d’ est parallele a d, @ est aussi un vecteur directeur de d’. Soit M (z,y) un point du

—
plan : il appartient & d’ si et seulement si AM (z — 2, y + 3) et @(1,2) sont colinéaires,
(r—2)x2—-1x(y+3)=0, cest-a-dire 20 —4—y—3=0, clest-a-dire 20 —y—7=0.

Méthode 2 (mémes coefficients a et b). D’apres le rappel, on cherche d' sous la forme
2r —y+ ¢ =0, ou ¢ est un réel inconnu. Comme A(2, —3) appartient a d’ :

2x2—(=3)+c =0, cest-a-dire 7+c¢ =0, donc ¢ =-T.
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On retrouve d' : 2z —y — 7 = 0.

Méthode 3 (coefficient directeur). L’équation de d s’écrit y = 2x + 2 : son coefficient
directeur est 2. Deux droites non paralléles a I'axe des ordonnées, d’équations réduites y = max + p
et y = m'x 4 p/, ont pour vecteurs directeurs (1,m) et (1,m’), de déterminant m’ — m : elles sont
paralléles si et seulement si m = m’. Donc d’ a une équation de la forme y = 2z + p, ol p est un réel
inconnu. Comme A appartient & d' : =3 =2 x 2+ p, donc p=—7. Dou d :y = 2x — 7, c’est-a-dire
20 —y —7=0.

2. A(0,-3) et d: =3z + 4y — 5 =0, c’est-a-dire a = —3, b =4, ¢ = —5.

Méthode 1. Un vecteur directeur de d, donc de d', est @(—b,a) = (—4,—3). Soit M(z,y) un
point du plan : il appartient a d’ si et seulement si AM (z — 0, y + 3) et @(—4, —3) sont colinéaires,

x X (=3)—(—4) x (y+3) =0, clest-a-dire —3z+4y+12=0.

Méthode 2. On cherche d’ sous la forme —3x + 4y + ¢/ = 0. Comme A(0, —3) appartient a d’ :
—3x0+4x%x(=3)+ =0,donc ¢ =12. Dou d': =3z + 4y + 12 = 0.

Méthode 3. On isole y dans 'équation de d : 4y = 3z + 5, donc y = %x + %; le coefficient
directeur de d est %. La droite d’ a donc une équation de la forme y = %$ + p. Comme A(0, —3) est
le point de d’ d’abscisse 0, I'ordonnée a 'origine est p = -3 : d' : y = %:1; — 3. En multipliant par 4,
4y = 3z — 12, c’est-a~dire —3z + 4y + 12 = 0.

Solution de I'exercice 33 (Retour a I'énoncé)

On a A(—2,4), B(2,2) et C(—5,0).
1. Les points A, B et C se placent directement. Pour placer D, on utilise la relation C"ﬁ = 21@ :

on calcule
E (2 55_42)> = (_42> , donc 2@ (_84> .

Le point D s’obtient donc en partant de C' et en comptant les carreaux : on avance de 8 carreaux
vers la droite, puis on descend de 4 carreaux (chemin en pointillés). On trouve D(3, —4), ce que I'on
confirmera par le calcul & la question 3.

A(~2,4)

— 9

\
|
| D(3,-4)

\

2. Comme CD = 24D , les vecteurs AB et CD sont colinéaires, donc les droites (AB) et (CD)
sont paralléles. De plus, la norme de 21@ vaut 2 fois celle de zﬁ , donc CD = 2AB : les cotés
[AB] et [CD] n’ont pas la méme longueur, et le quadrilatére n’est pas un parallélogramme. Le
quadrilatere est donc un trapéze de bases [AB] et [CD] (la grande base [C' D] mesure le double de
la petite base [AB]).

Remarque sur 'ordre des sommets. Les vecteurs zﬁ et @ ont le méme sens : pour faire
le tour du trapeéze sans que ses cOtés se croisent, il faut parcourir les sommets dans 'ordre A, B,
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D, C (c’est le quadrilatere coloré sur la figure). Si 'on relie les points dans 'ordre A, B, C, D, les
segments [BC| et [DA] se coupent : on obtient un quadrilatére « croisé ».

3. Notons D(z,y). Comme C(—5,0), D (ijg) L’égalité D = 2@, avec 2@(8, —4),

donne, coordonnée par coordonnée,
r+5=8 donc z =3, y = —4.

D’ou D(3,—4), ce qui confirme la construction de la question 1.
4. On remplace les coordonnées de chaque point dans I’équation 6x +y — 14 =0 :

B(2,2): 6x2+42—-14=1242—-14=0, D(3,—4): 6x3+(—4)—14=18—4—14=0.

Les coordonnées de B et de D vérifient ’équation : B et D appartiennent & d. Comme B et D sont
distincts et qu’il passe une seule droite par deux points distincts, d est la droite (BD).

5. Méthode 1 (colinéarité). Soit M (x,y) un point du plan. Il appartient a (AC) si et seule-
ment si AM et AC sont colinéaires. Avec

w2 ()-0)

la condition « déterminant nul » s’écrit
(r4+2)x(—4) —(-3)x (y—4) =0, Cclest-a-dire —4xr —8+3y—12=0,

c’est-a-dire —4z + 3y — 20 = 0. En multipliant par —1, une équation cartésienne de (AC) est
4x—3y—+20 = 0. Vérification : A: 4x(—2)—3x4420 = —-8—12420=0;C : 4x(—5)—3x0+20 = 0.

Méthode 2 (équation réduite). Notons A(z4,y4) et C(zc,yo), cest-a-dire x4 = —2, y4 = 4,
xc = =5 et yo = 0. Comme x4 # z¢, la droite (AC) a une équation réduite y = ma + p, avec

Yo — YA 0—4 —4 4
m = =

tc—x4 —H5—(-2) -3 3

Comme C appartient a la droite : 0 = % X (—=5) + p, donc p = ?. Douy = %x + % ; en multipliant

par 3, 3y = 4x + 20, c’est-a-dire 4o — 3y + 20 = 0.

6. Les droites sont sécantes. La droite (BD) a pour équation 6z +y — 14 =0 (a = 6, b = 1),
donc pour vecteur directeur @(—1,6); la droite (AC) a pour équation 4z — 3y + 20 = 0 (a = 4,
b = —3), donc pour vecteur directeur ¥(3,4). Leur déterminant vaut

(-1) x4—3x6=—4—18=—22#£0.

Les vecteurs directeurs ne sont pas colinéaires : les droites ne sont pas paralléles, donc elles sont
sécantes en un unique point F.
Coordonnées de E. Notons E(z,y). Comme E appartient aux deux droites, ses coordonnées
vérifient le systéme
6r+y—14=0 (Ly)
dr —3y+20=0 (Lo)

Meéthode 1 (substitution). (L1) donne y = 14—6x. En remplacant dans (Lg) : 4 —3(14—6x)+20 = 0,
c’est-a-dire 4o — 42 + 18z + 20 = 0, donc 22x — 22 =0, donc z = 1. Puisy =14 -6 x 1 = 8.

Meéthode 2 (combinaison). On élimine y en calculant 3x (Lq)+(Ls) : 18243y —424+4x—3y+20 =
0, c’est-a-dire 22z — 22 = 0, donc = = 1; puis (L) donne y = 14 — 6 = 8.

D’ou E(1,8). Vérification dans (Lg) : 4 x1—3x8+420=4—24+20=0.

7. Notons A(xa,y4), B(zg,yB), C(zc,yc) et D(xp,yp), c'est-a-dire x4 = —2, yq =4, zp = 2,
yp = 2, xz¢c = —5,yc =0, rp = 3 et yp = —4. Les coordonnées du milieu d’un segment sont la
moyenne des coordonnées de ses extrémités :

—242 4+2
K(TAgte ity (222 o),
2 2 2 2

45



CHAPITRE 2. GEOMETRIE PLANE Jules GAGNAIRE

_ 4
L<$C+$D7?JC+3/D>:< 5—|—370+( )>:(—1,—2),
2 2 2 2

8. Méthode 1 (déterminant). Avec E(1,8), K(0,3) et L(—1,-2) :

i) =) man)=()

Leur déterminant vaut (—1) x (—=10) — (=2) x (=5) = 10 — 10 = 0 : les vecteurs EK ot EL sont
colinéaires (on a méme FL = QETF( ), et ils ont le point E' en commun, donc F, K et L sont alignés.

Méthode 2 (Chasles et caractérisation du milieu). Cette méthode explique pourquoi le
résultat est vrai. Calculons d’abord, avec E(1,8),

() =) ()= ()
ﬁ(i:éHfﬁ)’ P -G

D — = -
de sorte que EC = 2EA ot ED = 2EB. Comme K est le m1heu de [AB], on a AK + BK =0
(caractérisation du milieu). Par la relation de Chasles, EK = EA + AK et EK = ED + BK ; en

additionnant ces deux égalités :

De méme, comme L est le milieu de [C'D], 2E] — ﬁ + ED. Donc

9El, — 2EA + 2EB = 2 (ﬂ + ﬁ) — 2% 2FK, cest-a-dite El —2EK.

—

On retrouve que KK et ﬁ sont colinéaires, donc que F, K et L sont alignés. Géométriquement,
le triangle EC'D est un « agrandissement » de rapport 2 du triangle EAB & partir du point F : le
milieu de la grande base est donc aligné avec F et avec le milieu de la petite base.

T

=
7

Solution de I'exercice 34 (Retour a I'énoncé)
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1. On veut faire apparaitre z@, zﬁ et ﬁ dans la relation (1) : on utilise donc la relation de
Chasles pour réécrire @ et Cﬁ en passant par A :

GB=GA+ 4B, GC = GA+ AC.

On substitue ces deux expressions dans (1) :
Cﬁ‘l + (C?—f)l + 1@) + (G—le + /ﬁ) =0, Cclest-a-dire SG—1>4 + ,ﬁ + 1@ =0,
donc

3@2—(@—#@), puis G—zzl:—é(z@—i-ﬁ)

— —
Or ﬁ =—-GA (ﬁ est le vecteur opposé de GA : méme direction, méme norme, sens contraire).
En multipliant les deux membres par —1 :

ng(@ﬂl—&).

2. On a A(0,3), B(2,2) et C(1,1). Notons G(z¢g, yg) le point cherché : zg et yg sont les deux
inconnues.

Méthode 1 (relation (1) en coordonnées). On exprime les trois vecteurs de la relation (1)
en fonction des inconnues :

i~ re),  GB(? Ge (L ra)
3—ya 2 —ya 1-ya
Le vecteur @)1 + G.B> + C@ a pour coordonnées la somme des coordonnées, c’est-a-dire

<(0 —xg)+(2—z¢)+ (1 —mg)> _ (3 - 3xg> .

(B—ya)+(2—-ys)+ (1 —-ya) 6 — 3yc

La relation (1) dit que ce vecteur est le vecteur nul, de coordonnées (0, 0). Deux vecteurs égaux ont
les mémes coordonnées, donc

3—3xg=0 donc xzg=1, 6—3yc =0 donc yg=2.

D’ou G(1,2).

Remarque. Le méme calcul, fait avec des points quelconques A(z4,y4), B(xp,yp) et C(zc,yo),
donne 3xg = x4 + x5+ zc et 3yec = ya + yp + yo : les coordonnées du centre de gravité sont les
moyennes des coordonnées des trois sommets,

rA+rp+2C y _ Yya+ys+yc

rGg = 3 ) G — 3

0+2+1 _ — 34241 _ 2
3 =

(ici, zg = =1etyqg 3 ).
Méthode 2 (avec la formule de la question 1). On calcule

2—-0 2 1-0 1
B () )=
donc AB —1—1@ a pour coordonnées (2+ 1, —1 —2) = (3,-3), et
lX 1
) (175 = (1)

D’autre part, zﬁ (x(; 3> L’égalité f@ % (zﬁ + ﬁ) donne, coordonnée par coordonnée,
g =1, ya—3=—1 donc yg=2.

47



CHAPITRE 2. GEOMETRIE PLANE Jules GAGNAIRE

Les deux méthodes donnent bien le méme résultat, G(1,2).
3. Placons A(0,3), B(2,2), C(1,1) et G(1,2) dans un repére orthonormé, et tragons les trois

vecteurs GA, GB et Cﬁ depuis G (fleches pleines). Avec G(1,2), leurs coordonnées sont
— (0—1 —1 2—1 1 1—-1 0

A(0,3)

=y

Verlﬁcatlon géométrique. D’apres la définition de la somme de deux vecteurs _Pour construire

GA + C@ 4+ GC on place les vecteurs bout a bout : on part de GG et on trace GA, qui arrive en

A; depuis A, on trace un représentant de GB (un carreau vers la droite), qui arrive au point de

coordonnées (1,3); depuis ce point, on trace un représentant de GC' (un carreau vers le bas), qui

arrive en G (fleches en pointillés). Le trajet se referme exactement sur son point de départ : la

somme des trois vecteurs est donc le vecteur nul, ce qui est précisément la relation (1).
Vérification par le calcul. Avec les coordonnées calculées ci-dessus,

Cjzl—l— GB + GC a pour coordonnées (—1+1+0, 14+0—1) =(0,0),

c’est bien le vecteur nul : la relation (1) est vérifiée.

Solution de I’exercice 35 (Retour a I'énoncé)

Dans tout I'exercice, t désigne un réel positif ou nul fixé.
1. Pour comprendre comment chaque sommet se déplace, on calcule le vecteur qui va de chaque
sommet du triangle ABC au sommet correspondant du triangle A; B;Cy :

— (1 +20)—1) (2t (2 +2t) — 2 2t (3+2t)—3 2
AAt<(1+6t)—1>_<6t>’ BBt<(3+6t)—3> <6t>’ CW( 6t — 0 >_(6t>'

Notons @ le vecteur de coordonnées (2t,6t). On a donc

AA, = BB, =CC, = & :

les trois sommets sont déplacés par le méme vecteur . Le triangle « glisse » dans la direction
et le sens de w, d’une longueur égale a la norme de ), sans tourner ni se déformer : on appelle cette
opération la translation de vecteur .

On peut vérifier que le triangle n’est pas déformé en comparant ses cotés :

2+26) - (1+20)) (1 21\ (1
AtBt((SJrGt)—( +6t)>_<2> ot A—B><3—1> (2)
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donc At—BZ = /ﬁ; on vérifie de méme que m = ﬁ, de coordonnées (2,—1), et que ﬁ = B?,
de coordonnées (1, —3). Les cotés des deux triangles sont représentés par les mémes vecteurs : ils ont
méme longueur et méme direction. (D’apres la propriété « vecteurs et parallélogramme », 1’égalité
m = B_B: signifie aussi, pour ¢t > 0, que AA;B;B est un parallélogramme.)

Direction du déplacement. Notons € le vecteur de coordonnées (1,3). Comme 2¢t X 1 = 2¢ et
2t x 3 =6t,on a w = 2t : pour t > 0, le vecteur w est colinéaire a € et de méme sens. Ainsi, quand
t augmente, le triangle se déplace toujours dans la méme direction (vers la droite et vers le haut : 1
carreau vers la droite pour 3 carreaux vers le haut), et de plus en plus loin. Pour ¢t = 0, @ = 0 et le
triangle ne bouge pas. Voici par exemple la situation pour ¢t = %, ou W a pour coordonnées (1,3) :

J By

Ay

B Ciyo

=L

o C

2. Rappel de cours. Dans un repere (O;7,7), un point P a pour coordonnées (xp;yp) si
et seulement si OP = xpi'+ ypJ. Dans le repere (Oy;7,7), qui a les mémes vecteurs 7 et J mais
Porigine Oy, les coordonnées (X;Y) d’un point P sont donc définies par O?% = X4+ Y : ce sont
les coordonnées du vecteur Oy P. Or les coordonnées d’un vecteur ne dépendent que de 7’ et 7, pas
de T'origine : on peut donc calculer O? avec les coordonnées des points dans le repére de départ
(0:%.]).

Avec Oy(2t,6t) dans le repere (0;7,7) :

o (2020 _ (1) Sp (@2 -2t)_(2) Gz (BG+20)-2)_ (3
OtAt<(1+6t)—6t>_<1>’ OtBt((S—i—Gt)—Gt =\3) Q2% e—e | \o)
Dans le repere (Oy;7,7), on a donc Ay (1,1), B(2,3) et C¢(3,0) : ce sont exactement les coordon-

nées de A, B et C dans le repere (0;7, 7).
Interprétation. Le vecteur OO; a pour coordonnées (2t — 0, 6t —0) = (2t,6t) : c’est &. L’origine
du repere a donc subi la méme translation que le triangle. Le triangle et le repére se sont déplacés

ensemble : vu depuis le repere (Oy; 7, 7) qui « voyage » avec lui, le triangle A; B;C; occupe exactement
la méme position que le triangle ABC' dans le repere de départ.
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