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Présentation

Ce recueil propose l'ensemble des développements que j’ai utilisés lors de ma préparation a
I'agrégation. Vous pouvez retrouver mes lecons et développements manuscrits originaux sur le site
agreg-maths en cliquant ici.

Les recasages que je propose sont liés & la numérotation des lecons de la session 2024 (voir
ici, page 75). Gardez a l'esprit que certains développements pourraient étre adaptés & de nouvelles
legons, et qu’au gré des rapports du jury, il est possible que certains ne soient plus pertinents dans
les lecons indiquées.

Les noms de développements commencant par une * correspondent aux développements que je
n’ai pas utilisé pour ma préparation.

Je ne prétends pas proposer des développements parfaits, mais je prends plaisir a partager ces
travaux en espérant qu’ils puissent vous aider.

N’hésitez pas a me contacter a l'adresse jules.gagnaire@math.u-bordeaux.fr pour me signaler
d’éventuelles coquilles ou pour toute autre remarque.

Les dernieres mises a jour de ce document sont consultables directement sur mon site web en
cliquant ici.

Vous avez toute liberté pour télécharger, imprimer, photocopier ce document et le diffuser gra-
tuitement. Toute diffusion a titre onéreux ou utilisation commerciale est interdite sans accord de
Pauteur. Si vous étes le gestionnaire d’un site internet, vous avez le droit de créer un lien de votre
site vers mon site, a condition que ce lien soit accessible librement et gratuitement. Vous ne pouvez
pas télécharger les fichiers de mon site pour les installer sur le votre.
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Chapitre 1

Analyse

1 Densité des fonctions infiniment dérivables a support compact
dans LP(R)

Lemme 1.1 ([ZQ13, p. 329]). L’espace L2(R) est dense dans LP(R) pour 1 < p < +oo.

Démonstration. Construisons de bonnes fonctions. Prenons 6 € C°(R) telle que :

o) = {1 sifz| <1

0 silz]>2

et §(x) € [0,1] sinon.

Y
3 3 0
-9 —1 1 2 z
Définissons 0;(z) = 6 (%) Ona:
(z) = 1 sifz| <j
00 si x| > 29
Y
: : 0;
—2j —Jj J 2j z

Obtenons le résultat en utilisant le théoréme de convergence dominée. Prenons f € LP(R) et

posons f; = f0; € LE(R). Montrons que ||f; — fl|, EmanaN}

155~ 1= [ | (j) _ 1\”| )Pz

6 (%) = 1’p |f(x)P I 0. On va alors chercher & inverser la limite et

Iintégrale. Pour cela, appliquons le théoreme de convergence dominée :

Remarquons qu’a z fixé
)

3



— Il est clair que l'intégrande est mesurable.
— Pour la domination, pour tout t € Ron a :
x p x p
o (3) -1 1r@r < (o (5)]+1) 1r@P <210
Or, x +— 2P| f(z)|P est intégrable car f € LP(R).
Donc par le théoreme de convergence dominée, lim;, ;o || f; — f||5 = 0. D’olt la densité.

Lemme 1.2 ([ZQ13, p. 331]). Soit p € CX(R) telle que supp(p) C {x e R| |z| < 1} et [rp = 1.
Posons pe 1 x — Lp(£). Alors, pour tout f € LP(R), lime—o|lpc * f — fl|, = 0.

Démonstration. Regardons p.* f(x)— f(x) et faisons apparaitre des exposants conjugués. Soit = € R.
oo £(a) = F@)| = | [ o) (@ =)y = f(a)
—| [t~ 9) - anas| car [ potw)y =1

2 [o(Y) - - f@)a

9 9

— | [ )7~ 29~ fa))de] en posant y = =¢
< /R p(Of (& — e€) — f(x)|de
- /R P p(€)F | f — 2€) — f(a)|de

Par I'inégalité de Holder (avec % + % =1):

e+ 500 = 1)1 < [ o©0)" ([ se)lrta—2) = riopac)’

Puisque [ p(§)dé =1, il reste :

oo £(@) = S@F < [ (€)1 = 2€) = fla)Pds

Regardons . + £  f[}
oo £ = £l = [ oo f(a) = f(@)Pda
< [ [ o016 - f@)rdsd
_ /R (&) /R \f(x — e€) — f(2)Pdxdé  par le théoréme de Fubini

= [ p(©lirecf = flids

Concluons par le théoréme de convergence dominée et la continuité des petites translations. Par
continuité des petites translations, remarquons que pour & fixé :

0
Ireef — fIE =20

Appliquons alors un théoréme de convergence dominée. La mesurabilité est claire. Pour la domina-
tion, soit £ € R :

pI=ef = flip < (&) (e fllp + 1 112)” < p(E)2°£1I5

Or, & — p(€)2°||f||5 est intégrable (car p € L'(R)). Donc par le théoréme de convergence dominée,

0
lpe * f— flE =0



Théoréme 1.3 ([ZQ13, p. 331]). L’espace C°(R) est dense dans LP(R).

Démonstration. Montrons que C2°(R) est dense dans LP(R). Soit f € LE(R).

— Montrons que p. * f est a support compact. Par le théoréme sur les supports, supp(pe * f) C
supp(pe) + supp(f). Comme p. et f sont a support compact, la somme de leurs supports est
fermée et bornée, donc compacte. Ainsi p. * f est bien a support compact.

— Montrons que p. * f est C°°. Par le théoréme de dérivation sous le signe intégral pour la
convolution, et puisque p. € C°(R), on a bien que p. * f € C®(R).

e—0

Ainsi, p. * f € C(R). Par le lemme 1.2, on a ||p; * f — f|l, — 0. Donc Cg°(R) est dense dans
LP(R) (pour la norme || - ||p).

Concluons en appliquant le lemme 1.1 : C2°(R) est dense dans LE(R) et LP(R) est dense dans
LP(R). Donc C°(R) est dense dans LP(R).

Approfondissement et remarques

— Existence d’une fonction plateau : [ZQ13, p. 327-329] 1l est classique de devoir justifier
'existence de la fonction p au jury. On définit généralement po(x) = exp (—ﬁ) si |z] < 1,
po(z)
i po(t)dt
— Le cas p = 400 : Le résultat de densité n’est pas valable pour p = +o00. En effet, I’adhérence
de CZ°(R) pour la norme || - ||oo est 'espace Cp(R) des fonctions continues tendant vers 0 en
I'infini, qui est un sous-espace strict de L>°(R).

et po(x) = 0 sinon. La fonction p est ensuite construite en normalisant pg : p(z) =

— Applications : Cette technique de régularisation par convolution (ou approximation de I'iden-
tité) est fondamentale. Elle sert notamment a démontrer la densité des fonctions régulieres
dans les espaces de Sobolev ou a justifier certaines propriétés dans ’espace de Schwartz.

Recasage

— 201 : Espaces de fonctions. Exemples et applications.

— 209 : Approximation d’une fonction par des fonctions réguliéres. Exemples d’applications.
— 234 : Fonctions et espaces de fonctions LEBESGUE-intégrables.

— 235 : Problemes d’interversion de symboles en analyse.

— 239 : Fonctions définies par une intégrale dépendant d’un parametre. Exemples et applications.

— 241 : Suites et séries de fonctions. Exemples et contre-exemples.

Références

[ZQ13] Claude ZUILy et Hervé QUEFFELEC. Analyse pour l’agrégation. 5° éd. Dunod, 2013.



2 Théoreme de Banach-Steinhaus et séries de Fourier divergentes

Théoréme 1.4 (Banach-Steinhaus [Gould, p. 424-425]). Soient E un espace de Banach et F' un
espace vectoriel normé. On note L.(E, F) l’espace des applications linéaires continues de E dans
F, que l'on munit de la norme || f|| = sup| <1 [|f(@)]]-

Soit H C L(E,F). Alors, on a lalternative suivante :

— soit il existe M > 0 tel que pour tout f € H, || f|| < M ;

— soit il existe un ensemble au sens de Baire (un G dense) Q C E tel que pour tout = € €,
sup ey ||f ()] = +o0.

Démonstration. Pour k € N, posons j = {:1: € E [supsey || f(2)]| > k:}

Etape 1 : Montrons que {2, est ouvert.
Soit xg € Q. Il existe f € H tel que ||f(xo)|| > k. Par continuité de la fonction = — || f(x)], il
existe p > 0 tel que pour tout = € B(xo, p), on ait || f(x)|| > k. Ainsi, B(zg, p) C Q. L’ensemble €,
est donc bien ouvert.

Etape 2 : Alternative de Baire.
Nous distinguons deux cas pour la suite de la démonstration :

— Premier cas : chaque ) est dense dans E.
Puisque FE est un espace de Banach, il est complet. D’apres le théoreme de Baire, I'intersection
dénombrable d’ouverts denses = [, < €2 est dense dans E. Il existe donc bien un G5 dense
Q tel que pour tout z € Q, sup ey || f(7)]] = +o0.

— Second cas : il existe £ € N tel que €, ne soit pas dense dans E.
On peut alors trouver zg € E et p > 0 tels que B(zg, p) N Q = 0. Pour tout = € B(xo, p), on
a donc sup ey || f(7)]] < k.
Soit « € B(0, p). Pour tout f € H, par linéarité de f, on a :

If @) = [If(z + 20 = 20)l| = [[f (& + 20) — f(xo)| < | (@ + o)l + [ f (wo)[| < 2k

(I'inégalité découle du fait que « + o € B(xo, p) et g € B(xo, p))-
Par continuité de f, cette inégalité reste vraie sur la boule fermée B(0, p). Ainsi, pour f € H
et pour tout = € E tel que ||z|| <1, on a pz € B(0, p), d'ou :

1 2k

If @) = =f(po)ll < —

F@) = ZIf o)l < =

Donc, pour tout f € H,on a ||f|| < M := %.

Théoréme 1.5 (Application [Rud98, p. 130]). Il existe des fonctions continues 2m-périodiques dont
la série de Fourier diverge en 0.

Démonstration. On va d’abord créer de bonnes applications. Pour n € N, posons :

ln : CQﬂ— — C
fr—=5nf(0) = (f * Dn)(0)
N n i sin((n+1)t
ou Dn(t) = Zk:—n € M= W
Les [, sont clairement des formes linéaires. Montrons que ||l,|| = || Dyl = 5= J7 . |Dn(t)]dt.
Pour f € Cor, on a :

est le noyau de Dirichlet.

(Nl == 7 Ft)Da(t)at

2 J_x

2177/_7; | f(=t)[| Dn(t)|dt

< [ flloo [ Dnll 1

IN



On a donc bien ||I,,]] < || Dyl z1-

Montrons maintenant 1’égalité. Pour € > 0, posons f: : t — %. Ona f. € Cor et || felloo <

1. De plus, pour tout ¢, on a f(t) =0 g(t) :=sgn(D,(t)) (en convenant que la fonction signe vaut

0 en 0). Evaluons I,,(f.) :
1

() = 5

| =Dt

Remarquons que D, est paire, donc f; 'est aussi. Ainsi fo(—t) = fz(¢). Ona f-(t)D,(t) =0 | Dy ()]
De plus, |f:(t)Dn(t)] < |Dn(t)|, qui est intégrable sur [—m, 7] et indépendant de . D’apres le
théoreme de convergence dominée :

lim (/) = 5 / (t)]dt = | Dyl

On en déduit que ||l,|| = ||Dnll11-

Concluons. On sait que || D1 2252 400 (la norme L' du noyau de Dirichlet croit de maniére
logarithmique). De plus, Co, muni de la norme || -||o est complet (c’est un espace de Banach). Nous
sommes donc dans le second cas de l'alternative de Banach-Steinhaus, car les normes des formes
linéaires [, ne sont pas uniformément bornées. Il existe donc un Gs dense de fonctions f € Cor
telles que sup,,cy |In(f)| = +00, ce qui signifie exactement que la série de Fourier de f diverge en 0.

Approfondissement et remarques

— Noyau de Dirichlet : Il est classique qu’on vous demande de démontrer I’équivalent || Dy, || ;1 ~
2 In(n). Soyez prét a le justifier.

— Espace de Baire : Le fait que les fonctions dont la série diverge forment un G5 dense montre
que la divergence est le comportement « générique » (au sens topologique de Baire) pour une
fonction continue! C’est un résultat tres fort.

— Théoréme de Carleson : Pour contraster, vous pouvez mentionner le théoreme de Carleson
(1966) : si f € L?([—m,7]) (ou Car qui y est inclus), alors sa série de Fourier converge presque
partout. La divergence a donc lieu sur un ensemble trés grand topologiquement (Gs dense)
mais tres petit en mesure (mesure de Lebesgue nulle).

Recasage

— 205 : Espaces complets. Exemples et applications.
— 208 : Espaces vectoriels normés, applications linéaires continues. Exemples.

— 228 : Continuité, dérivabilité des fonctions réelles d’une variable réelle. Exemples et applica-
tions.

— 246 : Séries de Fourier. Exemples et applications.

— 235 : Problemes d’interversion de symboles en analyse.

Références

[Gould]  Xavier GOURDON. Les maths en téte : Analyse. 2¢ éd. Ellipses, 2014.
[Rud98]  Walter RUDIN. Analyse réelle et complexe. Dunod, 1998.



3 Théoreme de Cauchy-Lipschitz linéaire

Lemme 1.6 (Formulation intégrale du probleme de Cauchy [Berl7, p. 13]). Soient Q un ouvert
de Rx K" et f:Q — K" continue. Soient (to,yo) € Q ety : I — K" une fonction ou I est un
intervalle de R contenant tg. Alors y est solution du probléeme de Cauchy

{y’ = f(t,y)
y(to) = o
sur lintervalle I si et seulement si :

(i) y est continue sur I,

(ii) pour toutt € I, (t,y(t)) € Q,

t

(iii) pour tout t € I, y(t) = yo + fto f(s,y(s))ds.
Démonstration. Si y est dérivable sur I, alors elle est continue. En intégrant la relation 3/(s) =
f(s,y(s)) de tp a t, on obtient bien y(t) = yo + ft"; f(s,y(s))ds.

Réciproquement, si y est continue et vérifie I'équation intégrale, alors la fonction s — f(s,y(s))

est continue. Ainsi, ¢t — ftto f(s,y(s))ds est de classe C1. On en déduit que y est dérivable et, en
dérivant, on retrouve bien y'(t) = f(¢t,y(t)) avec y(to) = yo.

Théoréme 1.7 (Cauchy-Lipschitz linéaire [Berl7, p. 31]). Soient I un intervalle de R, A €
C(I,M,(K)) et B € C(I,K"). Soient ty € I ety € K".
Alors il existe une unique solution y : I — K" au probléme de Cauchy :

{y’ = A(t)y + B(t)
y(to) = vo

Démonstration. Rappelons le théoréme du point fixe (dans sa version avec parametre itéré) : si
(E,d) est un espace métrique complet et & : E — E une application telle qu'une itérée ®P (pour
p € N*) soit contractante, alors ® admet un unique point fixe.

Définissons 'application ® par :

t
®W):t=yot | (Als)y(s) + Bls)) ds
0
Etape 1 : Cas ot I est un intervalle compact de R.
L’espace E = (C(I,K"), | - ||co) muni de la norme |ly||cc = sup,e; ||y(t)|| est un espace de Banach
(donc un espace métrique complet). Puisque ¢ — A(t)y(t) + B(t) est continue sur le compact I, son
intégrale 'est aussi. Donc ®(y) € E.
Montrons qu’une itérée de ® est contractante. Posons « := || A||oo (qui est fini car A est continue
sur le compact I). Montrons par récurrence sur p € N que pour tout ¢ € I et tous y1,y2 € F :

P p P t—tol”
[®F(y1)(t) — PP (y2) ()| < @ THyl = y2[lo0

— Initialisation : Pour p =0, on a ||ly1(¢) — y2(¢)|| < [[y1 — ¥2]/, ce qui est clair.
— Hérédité : Supposons la propriété vraie pour un certain p € N. On a :

7% (0)(0) = 2 ()0 = | [ 46) (@00)(5) — 2005 s

0

IN

[ 1A - o)l

t s — tolP
[ o (@B = el ) as
to p:

IN

p+1 t
S Hyl_?JZHOO‘/ |s — to["ds
p: to

= ———— |t — to|PT]|y1 —



La propriété est donc vérifiée a ’ordre p + 1.

En notant ¢(I) la longueur de l'intervalle I, on obtient donc pour tout ¢t € I :

oPl(1)P
197 (51) — 8 (32)loe < p(, P 1 = walloe

. PY(I)P p—+o0 . LN . . .
Puisque & g,[) LaEN)) (par croissance comparée), il existe p € N* tel que ce coefficient soit

strictement inférieur a 1. Ainsi, PP est strictement contractante.

D’aprés le théoréme du point fixe, ®” admet un unique point fixe y. Or, ®PT1(y) = &(PP(y)) =
®(y) et ®PHL(y) = ®P(®(y)). Donc ®(y) est aussi un point fixe de ®P. Par unicité du point fixe de
®P, on a ¢(y) = y. Ainsi, & admet un unique point fixe. D’apres le lemme de formulation intégrale
du probleme de Cauchy, ce point fixe est I'unique solution du probleme sur I.

Etape 2 : Cas ot I est un intervalle quelconque.

— Existence : Soit ¢t € I. Prenons J C [ un sous-intervalle compact contenant tg et t. D’apres
Iétape 1, il existe une unique solution y; sur J. On pose y(t) = y;(t). Cette définition ne
dépend pas du choix du compact J. En effet, si J; et Jo sont deux compacts de I contenant
to et t, alors par unicité de la solution sur le compact J; N Jo, on a yz, (t) = yu,(t). Ainsi, y
est bien définie sur I et constitue une solution globale.

— Unicité : Soient y; et yo deux solutions sur I. Soit ¢ € I. Prenons J C I un compact tel
que to,t € J. Sur J, par unicité de la solution locale, y1|; = y2|s, donc y1(t) = ya(t). D’ou
I'unicité sur tout l'intervalle 1.

Approfondissement et remarques

— Théoréme du point fixe : Le fait que si ®? est contractante alors ® a un unique point fixe
est un résultat fondamental. Assurez-vous d’étre en mesure de le démontrer rapidement (avec
largument (PP (y)) = ®P(P(y))) si le jury vous interroge.

— Equations non linéaires : Dans le cas non linéaire v/ = f (t,y) avec f localement lipschit-
zienne, on utilise un raisonnement similaire avec le théoréeme du point fixe usuel (ou c’est
directement ® qui est contractante), mais on doit se restreindre & un temps court, ce qui
donne le théoreme de Cauchy-Lipschitz local. La linéarité permet ici d’avoir ’existence globale
d’un coup sur tout le compact, grace au coefficient 1/p! issu des itérations.

Recasage

— 206 : Exemples d’utilisation de la notion de dimension finie en analyse.
— 220 : Hlustrer par des exemples la théorie des équations différentielles ordinaires.

— 221 : Equations différentielles linéaires. Systémes d’équations différentielles linéaires. Exemples
et applications.

Références

[Berl7]  Florent BERTHELIN. Equations différentielles. Cassini, 2017.



4 Convergence en loi des variables aléatoires discretes

Théoréme 1.8 (Caractérisation de la convergence en loi [CR05, p. 58-59]). Soient (X,,) et X des

variables aléatoires réelles. On a X, £, X si et seulement si pour tout point x de continuité de la
fonction de répartition Fx, on a :

lim FXn(a;) = Fx(x)

n—-+4o0o

Démonstration. Nous raisonnons par double implication.

Sens direct (=) : Supposons que X, £, X. Soit ro un point de continuité de Fx. Prenons
e > 0. Montrons tout d’abord que Fx(xo + ) > limsup,,_,, o, Fx, (x¢). Définissons une « bonne »
fonction . continue a support borné :

1 six < xg
we(x) =140 siz>xo+e

affine sur [zg, o + €]

Pe

\
!

!

!

!

\
$0$0+€ T

Remarquons que 1 5] < e < 1_oo z94¢]- On a donc E(pe(Xy)) > P(X, < o) = Fx,, (z0)-

. L N o . so. .
Puisque X,, = X, en passant a la limite supérieure, on obtient :

lim E(p:(Xn)) =E(pe(X)) > limsup Fx,, (z9)

n—+00 n——+00
Or, Fx(zo +¢) = P(X <z¢+¢) > E(p:(X)). Finalement, on a bien :

Fx(zo +¢) > limsup Fy, (7o)
n——+o0o

De maniere analogue, en considérant cette fois-ci la fonction :

1 siz<xg—c¢
%(CC): 0 six > xg

affine sur [zg — &, 2]

e

H=

Ty — EXg xz

On obtient liminf, - Fx, (z9) > Fx(zo — €).
Concluons : par continuité de Fx en xg, on sait que lim._0 F'x(xzo + ) = Fx(z9). Donc :

liminf Fx, (z9) > Fx(xo) > limsup F,, (zo)
n—4o00 n—4o00



Or, limsup F,, (zo) > liminf Fx, (z¢). Donc lim,_, 4~ Fx, (o) existe et vaut Fx(zo).

Sens réciproque (<) : Supposons que pour tout point de continuité x de Fx, Fx, (z) — Fx(x).
Prenons une fonction ¢ € C.(R). On sait que Fx est croissante, donc ses points de discontinuité
sont au plus dénombrables. On peut alors « éviter » ces points de discontinuité : on peut approcher

uniformément ¢ par des fonctions en escalier dont les sauts se font en des points de continuité de
Fx.

Pour ¢ > 0, il existe 1 < z9 < --- < z dans R qui sont des points de continuité de Fx, et
ai,...,ax € Rtels que |[¢ — glloo <&, 01l g = Zf:_f ailiz, z; 1]
On a:

[E(p(Xn)) = E(p(X))] < [E(p(Xn)) = E(g(Xn)| + [E(g(Xn)) = E(g(X))] + [E(g(X)) — E(p(X))]
< E(le(Xn) — 9(Xn)]) + [E(9(Xn)) — E(g(X))| + E(lg(X) — »(X)])
< 2e + [E(g(Xn)) — E(g(X))]

k—1

E(9(Xn)) =Y aiP(z; < Xn < ig1)
=1
k—1

— Z ai(Fx, (zit1) — Fx, (z;))
=1

Do, Z (Fx(zi+1) — Fx(z;)) (par hypothese)
i=1

E(g(X))

Dongc, il existe un rang a partir duquel [E(g(X,)) — E(¢g(X))| < e. D’ou, pour n assez grand,
IE(¢(X,)) — E(p(X))| < 3¢. Done X,, 5 X.

Proposition 1.9 (Convergence en loi des v.a. discretes [Appl3, p. 397]). Soient (X,,) et X des
variables aléatoires réelles a valeurs dans un méme ensemble dénombrable A = {zy | k € K} discret.
Alors :

X, 5 X = VkeK,P(X, =) =% P(X = ay)

Démonstration. Pour k,n, on note pj} = P(X,, = zj) et pp = P(X = xy,).

Sens direct (=) : Supposons que X, £, X. On ne peut pas directement appliquer le théoreme
précédent a xj pour dire que Fx, () — Fx(x), car en effet les x sont précisément les points de
discontinuité de F'x (puisque X est a valeurs dans A). Par contre, A est isolé (car A est discret!),
donc il existe un € > 0 tel que |xg, x + €[ ne rencontre pas A. Ainsi, Fx, et Fx sont constantes sur
[Tk, T + €] et xx + € est un point de continuité de Fy (car zj + ¢ ¢ A). On peut donc appliquer le
théoréme précédent, et on a :

n—-+o0o

FXn(a;k):FX ($k+€)—>Fx(1’k+€) FX(-%'k)
On obtient alors I'implication en ordonnant les atomes, ce qui donne :
P(Xyn = z) = P(Xn < a) — P(Xy < @p-1) = Fx,, (2x) — Fx,, (25-1)

D2F%0 Fx(xp) — Fx(zp1) = P(X = a3)

Sens réciproque (<) : Supposons que P(X, = xj) notoo, P(X = z1). Montrons pour

commencer que Y .cx |Pr — Pkl 22H20 0. On a l'égalité absolue :

Pk — Pkl = Pk + pr — 2min(py, )



En sommant cette relation sur tout K, on a :

Z Pk —pK| = Z Pp+ Z Dr—2 Z min(py,pr) = 14+1-2 Z min(py, pr) = 2—2 Z min(py, px)

keK keK keK keK keK keK

Montrons que limy, o0 > per min(py,pr) = 1. On a pour chaque k, min(p}, py) Do, pg- De
plus, on a la domination : 0 < min(py, pr) < P, or (pi)kex est sommable (de somme 1). Donc par
le théoreme de convergence dominée (pour la mesure de comptage sur K), on a :

. o B
Jim > min(pf,pr) = 30 pe =1
keK keK

Finalement, en utilisant les deux relations précédentes, on a bien Y,k [P} — px| —— 0.
Montrons que (F, ) converge uniformément vers Fx. Remarquons que pour x € R: Fy, (z) =

Zxkgsc p’g et FX(ZE) = Zxkgx Pk Donc :
+
1Fx,(x) = Fx(@)| = | > ok —pu)| < Y Ik —pul < D 1ok — pul ==
zp <z zp<w keK

Ce qui donne la convergence uniforme.
Concluons : puisque la convergence uniforme implique la convergence simple en tout point (en

particulier aux points de continuité de Fx), on a bien X, £, X en utilisant le théoréme précédent.

Théoréme 1.10 (Application : Convergence de lois binomiales vers loi de Poisson [Appl3, p. 137]).
Soit (pn) une suite d’éléments de 10, 1] telle que limy, oo npy, = A (avec A > 0). Soit X,, ~ B(n,py)

pour n € N*. Alors X, 5 X ~ P(N).

Démonstration. Puisque les X, sont des binomiales B(n, p,), on a :

n

P(Xn = k) = (k‘)pﬁ(l _pn)n_’C

Or, on a I’équivalent :

(n) :n(nfl)...(nfk:Jrl) N nk

k k! n—stoo k!

De plus, np, — A donc p, ~ % Ainsi :

)\k
n—;\—li-oo m
Enfin, pour le dernier terme :

n——+oo -\

(1—pp)" F =exp((n—k)In(l —pn)) = exp (—(n — k)pp +0(1)) =25 ¢
Par produit des limites et équivalents, on obtient donc :

oY

o n—-+00
P(Xy = k) =5 e

On reconnait exactement P(X = k) ou X ~ P(A). Donc par la proposition précédente, on a
X, 5 X ~P().



Approfondissement et remarques

Discrétion de I’ensemble : Dans la proposition, on montre que (F, ) converge uniformé-
ment vers F'y. Cela vient du fait que A est discret. Le théoréme est faux si A n’est pas discret
(voir [Appl3, p. 398] pour un contre-exemple explicite).

Théoréme de convergence dominée : Le théoreme de convergence dominée appliqué dans
la preuve de la proposition est le méme que d’habitude (mesure de Lebesgue), mais ici pour
la mesure de comptage sur un ensemble discret.

Densité des fonctions en escalier : Il faut savoir redémontrer rapidement la densité des
fonctions en escalier dans C.(R) pour la norme | - ||« si le jury vous le demande lors du
développement.

— Gestion du temps : L’application sur les lois binomiales est optionnelle : ne la faites au
tableau que s’il vous reste du temps, car le développement complet risque d’étre un peu long
pour le format imparti.

Recasage

— 261 : Loi d’une variable aléatoire : caractérisations, exemples, applications.

— 262 : Convergences d’une suite de variables aléatoires. Théoremes limite. Exemples et appli-
cations.

— 264 : Variables aléatoires discretes. Exemples et applications.
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5 Fonction dont la différentielle en tout point est une isométrie

Théoréme 1.11 ([Goul4, p. 349]). Soit E un espace euclidien. Soit f € C*(E, E) dont la différen-
tielle en tout point est une isométrie. Alors f est une isométrie affine.

Démonstration. Etape 1 : Montrons que pour tout a € F, il existe un ouvert U, tel que

1f(2) = fFW)ll = [z — yl| sur Us.

On va procéder par double inégalité.
Montrons d’abord que || f(x) — f(y)|| < |z —yl.
Par hypothése, pour tout z € F, df, est une isométrie. En particulier, sa norme subordonnée vérifie

|ldf.|| = 1. En appliquant I'inégalité des accroissements finis, pour tous z,y € E :
1f (@) = fW)ll < sup |ldf-|lllz —yll = |z -y
z€[zy]

Montrons qu’il existe U, tel que pour tous x,y € Uy, ||f(x) — f(y)]| > |l — y]|-

Puisque df, est une isométrie, on a que df, est inversible. De plus, f est de classe C'. On peut
donc appliquer le théoréeme d’inversion locale en « : il existe un voisinage ouvert V, de a tel que
flv, : Va = f(V,) soit un C!-difféomorphisme.

Notons g := (f]y,) ! définie sur 'ouvert f(V,). Remarquons que pour tout z € V,, si on note
¢ = f(2) € f(Va), dg¢ est une isométrie. En effet, dg. = (df(flva)‘l(C))_l = (df.)™'. Or df, est une
isométrie, donc son inverse (df,)~! I'est aussi.

Soit B C f(V,) une boule ouverte centrée en f(a). Posons U, = g(B) (qui est un ouvert car g
est continue). Appliquons 'inégalité des accroissements finis & g sur la boule B (qui est convexe!).
Pour tous z,y € U,, on note o = f(z) et f = f(y) qui appartiennent & B. On a :

lg(e) = g(B) < sup |ldgcllla = B

C€la,f]

Puisque ||dgc|| = 1, cela donne ||z —y[| < [[f(z) — f(y)l|-
En combinant les deux inégalités, on a bien || f(z) — f(y)|| = ||z — y|| pour tous z,y € U,.
Etape 2 : Montrons que df; = df, pour tous z,y € U,.
Par ce qui précede, pour tous x,y € U, :

(f(@) = f), f(z) = f(y) = (x —y,z —y)

Fixons y € U,. Différentions cette relation par rapport a = selon le vecteur h € E. Puisque (-, -) est
une forme bilinéaire continue, on obtient :

(dfe(h), f(z) = f(y)) + (f(x) = f(¥), dfe(h)) = (h,z —y) + (x =y, h)

Ce qui se simplifie par symétrie en :

2(dfz(h), f(x) = f(y)) = 2(h,z —y)

Maintenant, différentions cette nouvelle relation par rapport a y selon le vecteur [ € E. On obtient :

Ce qui donne :
—(dfe(h), dfy (1)) = —(h, 1)
Done (df, (h), dfy (1) = (1), ,
Montrons maintenant que df; = df, pour tous x,y € U,. Evaluons :
ldfe(h) = dfy (M) = lldfz (W)|[* = 2(df(R). dfy (R)) + lldlfy (h)|?
= [|h]|* — 2(h,h) + |h||* (car dfy,df, isométries et par la relation précédente)
=2|[n)1? = 2||A[* = 0
Donc df,(h) = df,(h) pour tout h € E, ce qui signifie que df, = df, sur I'ouvert U,.

Etape 3 : Montrons que df est constante sur FE.
Posons I' = {z € F | df; = dfo}.



— I est ouvert. En effet, pour tout a € I', il existe un ouvert U, contenant a tel que pour tout
x € Ug, dfy = df, (d’apres 'étape 2). Or a € T donc df, = dfy. Ainsi, pour tout = € U,,
df, = dfo, ce qui signifie que U, C I'. Donc I' est ouvert.

— T est fermé. T' = (df)~1({dfo}). Puisque f € C!, 'application df : E — L(FE) est continue.
{dfo} est un fermé (singleton), donc son image réciproque I' est un fermé.

Finalement, T" # () (car 0 € T'). L’espace vectoriel E est connexe (car convexe), et I' est une partie
a la fois ouverte, fermée et non vide de E. On en déduit que I' = E. Donc df est constante sur E.

Conclusion.

Posons u := dfy € L(E). Pour tout « € E, on a df; —u = 0. Donc d(f —u); = 0 pour tout z € E.
Puisque F est un ouvert connexe, la fonction f — u est constante. Il existe donc ¢ € E tel que pour
tout x € E, f(z) —u(z) = ¢, cest-a-dire f(z) = u(x) + c. Or u = dfy est une isométrie vectorielle.
f est donc la composée d’une isométrie vectorielle et d’une translation : f est une isométrie affine.

Approfondissement et remarques

— Le groupe orthogonal O(E) : [Roml7, p. 706] Le jury peut vous demander de prouver
que l'ensemble des isométries vectorielles forme un groupe, ou que O(F) est un sous-groupe
compact de GL(E).

— Théoréme d’inversion locale : [Goul4, p. 391] C’est le point central de la preuve. Assurez-
vous d’en connaitre parfaitement ’énoncé et 'idée de la démonstration (qui repose sur le
théoréeme du point fixe a parametres).

— Différentielle nulle : [Goul4, p. 328] Le fait que df = 0 sur un connexe implique f =
constante est un corollaire classique de I'inégalité des accroissements finis.

— Inégalité des accroissements finis : [Goul4, p. 327] Sa démonstration (souvent basée
sur un argument de connexité ou le théoreme de Hahn-Banach en dimension infinie) est une
question classique de jury. Sur un espace vectoriel normé connexe, on relie deux points par
une ligne brisée puis on applique I'TAF sur chaque segment.

Recasage

— 204 : Connexité. Exemples d’applications.

— 214 : Théoreme d’inversion locale, théoreme des fonctions implicites. Illustrations en analyse
et en géométrie.

— 215 : Applications différentiables définies sur un ouvert de R™. Exemples et applications.

Références

[Gould4]  Xavier GOURDON. Les maths en téte : Analyse. 2° éd. Ellipses, 2014.

[Rom17] Jean-Etienne ROMBALDI. Mathématiques pour Uagrégation : Algébre et Géométrie. De
Boeck Supérieur, 2017.



6 Equivalence des normes et Théoreme de Riesz

Théoréme 1.12 (Equivalence des normes en dimension finie [Goul4, p. 50]). Dans un K-espace
vectoriel de dimension finie (ot K =R ou C), toutes les normes sont équivalentes.

Démonstration. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n. Soit (eq,...,e,) une base de E.
Pour tout z = Y"1 | z;e; € E, on définit la norme infinie associée a cette base :

No(z) = sup |z
i€{1,...,n}

Le but de la démonstration est de montrer que toute norme N sur E est équivalente a Ny. Par
transitivité de la relation d’équivalence, toutes les normes sur E seront alors équivalentes entre
elles. Soit N une norme quelconque sur E.

Etape 1 : Montrons qu’il existe a > 0 tel que N(z) < aNoy(x).
Par I'inégalité triangulaire et I’homogénéité de NN :

N(z)=N (Z xiei> <Y N(wie)) =Y |zi|N(es)
i=1 i=1 i=1

Puisque |z;| < Ny(x) pour tout ¢, on a :
n
N(z) < No(z) Y N(ei)
i=1

En posant a = >_;"; N(e;), on obtient bien N(z) < aNy(z) pour tout x € E.

Etape 2 : Montrons qu’il existe b > 0 tel que bNy(z) < N(x).
Montrons que Uapplication ¢ : (K™, | - ||eo) = (E, No) définie par p(x1,...,x,) = Y iy xie; est une
isométrie (et donc continue).
En effet : .

No (ineZ) = sup |z = |[(x1,...,20)]lc0
i—1 ie{l,...,n}

Montrons que la sphére unité S = {x € E'| No(x) = 1} est compacte dans (E, Ny).
La sphere unité de (K", || - || ) est compacte (car ¢’est un fermé borné de K", en admettant le théo-
reme de Borel-Lebesgue). L’application ¢ étant une isométrie bijective, elle préserve la compacité
(car elle est continue). L’'image par ¢ de la sphére unité de K™ est la sphére unité S de (E, Np), qui
est donc un sous-ensemble compact.

Montrons que Uapplication N : (E, No) — (R, |- |) est continue.
Pour tous z,y € E, par la seconde inégalité triangulaire :

IN(z) = N(y)| < N(z —y)

D’apres I'étape 1, N(x —y) < aNo(z — y). Donc N est a-lipschitzienne de (E, Ny) dans R, ce qui
implique qu’elle est continue.

Concluons.
L’application continue N définie sur le compact non vide S de (E, Ny) a valeurs dans R y atteint
ses bornes (théoreme des bornes atteintes). Il existe donc g € S tel que N(zg) = infeg N(z) := 0.
Puisque zo € S, on a Ny(z9) = 1, donc z¢ # Og. Puisque N est une norme, b = N(xzy) > 0.

Soit maintenant z € E \ {Og}. On pose y = Nox(x). On a Ny(y) =1, donc y € S. Par définition

du minimum b, on a N(y) > b, ce qui s’écrit :

x N(x)
N(No(x)) >b = No(z) >b = N(x) > bNy(x)

Cette inégalité est également triviale pour z = Og. On a donc montré que pour tout =z € FE,
bNo(z) < N(z) < alNo(z).



Théoréme 1.13 (Théoreme de Riesz [Goul4, p. 56]). Soit £ un espace vectoriel normé. La boule
unité fermée B(0,1) de E est compacte si et seulement si E est de dimension finie.

Démonstration. Sens direct (=) : Si E est de dimension finie, alors les compacts sont exactement
les fermés bornés (d’apres le théoreme de Borel-Lebesgue, dont la preuve s’appuie sur I’équivalence
des normes). Or la boule unité fermée B(0,1) est fermée et bornée, elle est donc compacte.

Sens réciproque (<) : Par contraposée, supposons que FE est de dimension infinie. Montrons
que B(0,1) n’est pas compacte. Par 'absurde, supposons que B(0,1) est compacte.

La famille de boules ouvertes (B (:1:, %)) B
Eg ’

Puisque B (0,1) est supposée compacte, on peut en extraire un sous-recouvrement fini : il existe
Zi,...,Tm € B(0,1) tels que

forme un recouvrement ouvert de B(0,1).

B(0,1) C QB (x ;)

Posons F' = Vect(x1,...,2;,). F est un sous-espace vectoriel de FE engendré par un nombre
fini de vecteurs, il est donc de dimension finie. Puisque E est de dimension infinie, on a l'inclusion
stricte F' C E. De plus, un sous-espace vectoriel de dimension finie est toujours fermé, donc F' est
un sous-espace vectoriel fermé de E.

Montrons qu’il existe un élément de norme 1 dont la distance a F' est 1. Soit z € E'\ F. Puisque
F est fermé, la distance d(x, F') = infycp ||z — y|| est strictement positive. Par définition de la borne
inférieure, il existe yo € F tel que ||z — yol| < 2d(z, F). Posons oy = ﬁ On a ||| = 1.
Calculons la distance de ag a F. Pour tout y € F :

Ty H __
y _=

|z = yol| |z = yoll

Puisque F' est un espace vectoriel et que yo,y € F, le vecteur z = yo + || — yo||ly appartient & F'.

Par définition de la distance, ||z — z|| > d(z, F'). Donc :

o =yl > AL > A0 DS
* ol * 2w F) 2

[l = (yo + lz = yolly)l

lao — gl = \

Ainsi, d(ag, F) > % (Note : Une construction plus fine permet d’obtenir un point a distance 1 ou
arbitrairement proche de 1, ce qui est le lemme de Riesz classique, mais la constante 1/2 suffit pour
la contradiction ici).

Or, ag € B(0,1). D’aprés le recouvrement fini, il existe i € {1,...,m} tel que ag € B (:Ui, %)
Puisque x; € F, on a :

1
d(ao, F) < [lag — zil| < 5

Ce qui est une contradiction avec d(«g, F') > % Donc 'hypotheése de compacité est fausse. B(0, 1)
n’est pas compacte.

Approfondissement et remarques

— Fermeture des sous-espaces de dimension finie : Il est essentiel de savoir démontrer
qu’un sous-espace vectoriel de dimension finie dans un e.v.n. quelconque est complet, et donc
fermé.

— Théoréme de Borel-Lebesgue (Heine-Borel) : Le jury vous demandera probablement de
prouver que dans K”, les fermés bornés sont compacts. On utilise généralement I’équivalence
avec la norme infinie, ou les boules fermées sont des pavés.

— Lemme de Riesz (Lemme de la quasi-perpendiculaire) : Dans la démonstration du
sens réciproque, le lemme affirme plus généralement que pour tout sous-espace fermé strict
F et tout € €]0,1], il existe un vecteur v de norme 1 tel que d(u,F) > 1 — e. Dans le cas
particulier ou la dimension est finie, on peut en fait atteindre la distance 1 en utilisant la
compacité de la sphere unité de F.



Recasage

— 203 : Utilisation de la notion de compacité.
— 208 : Espaces vectoriels normés, applications linéaires continues. Exemples.

— 206 : Exemples d’utilisation de la notion de dimension finie en analyse.
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7 Equation de la chaleur

Théoréme 1.14 (Existence d'une solution a I'équation de la chaleur [ZQ13, p. 110-112]). Soit
h € CY([0,7],R) telle que h(0) = h(r) = 0. Posons Q =)0, 7[x]0, +oo] et Q = [0, 7] x [0, +o0.
Considérons le probléme de Cauchy-Dirichlet suivant, d’inconnue u € C(Q) N C*Q) :
(i) %(a:,t) = %(m,t) pour (x,t) € Q
(ii) u(0,t) = u(mw,t) =0 pourt € [0, +o0|
(iii) u(z,0) = h(x) pour x € [0, 7]
Ce probleme admet une unique solution, donnée par :

+oo
2 ™
u(z,t) = Z bn, sin(nx)e*"Qt ot by, = ;/0 h(z) sin(nx)dx
n=1

Démonstration. Pour simplifier les calculs, nous avons posé une barre de longueur L = 7. Procédons
par analyse-syntheése pour 'existence.
Analyse : On va utiliser la méthode de séparation des variables. Cherchons une solution sous

la forme u(x,t) = f(z)g(t) avec f # 0 sur |0, x| et g #Z 0 sur ]0, +oo[. D’apres I’équation (i), on a
F(@)g/(t) = F"()g(t). Ainsi :

@) _ g

fx)  g(t)
Cette égalité entre une fonction ne dépendant que de x et une fonction ne dépendant que de ¢ n’est
possible que s’il existe une constante A\ € R telle que pour tout (z,t) € Q :

{f”(w) = Af(2)
g'(t) = Ag(t)

Evaluation de g : g vérifie une équation différentielle linéaire du premier ordre. On a donc
g(t) = CeM avec C € R*.

Evaluation de f : L’équation caractéristique de f est r2 — X = 0.

— SiA>0:1existe A,B € R tels que f(z) = AeV2® 4 Be=V2* La condition (ii) impose
u(0,t) = f(0)g(t) = 0, donc f(0) =0, d’ou A+ B = 0. De méme, u(m,t) = f(m)g(t) = 0, donc
AeV>™ 4 Be=V2™ = (. Le systeme implique A = B = 0, donc f = 0, ce qui est absurde.

— SiA=0: f(z) = Az + B. Avec f(0) =0 et f(7) =0, on trouve A = B = 0, absurde.

— Si A < 0:Posons A = —¢2 avec € > 0. Il existe A, B € R tels que f(z) = Acos(éx)+ Bsin(€x).
La condition f(0) = 0 donne A = 0. La condition f(7) = 0 donne Bsin(¢{w) = 0. Puisque
f#0,ona B #0, ce qui implique sin(é7) = 0, et donc £ =n € N*,

On obtient ainsi une famille de solutions élémentaires vérifiant (i) et (ii) :

—n2t

un(x,t) = by sin(nx)e pour n € N*

Considérons une superposition infinie (par linéarité de I'équation) : u(z,t) = 379 b, sin(nz)e "t

La condition initiale (iii) impose u(x,0) = h(z), c’est-a-dire :
+o0
Z by, sin(nx) = h(x)
n=1

On reconnait le développement en série de Fourier d’une fonction impaire. Définissons & sur [—, 7]
par h(z) = h(x) si z € [0, 7] et h(z) = —h(—z) si z € [~n, 0[, puis prolongeons h par 2w-périodicité.
Puisque h € C'([0, 71]) et h(0) = h(r) = 0, la fonction A est de classe C' (et globalement continue) sur
R. D’apres le théoréme de Dirichlet, sa série de Fourier converge normalement vers h. Les coefficients

valent (puisque h est impaire) :

by, = 1 /7r h(t) sin(nt)dt = 72r/07r h(t) sin(nt)dt

T J—m

Synthése : Posons uy (z,t) = by, sin(nz)e ""t. Vérifions que u = 29 Uy, est bien solution.



— Condition (iii) : u(z,0) = Y by sin(na) = h(z) par construction de la série de Fourier.

— Condition (i) : Pour tout ¢, u(0,t) = 0 car sin(0) = 0, et u(m,t) = 0 car sin(nr) = 0.

— Continuité sur Q : On a |uy,(z,t)| < |by|. Or, la série 3 |by,| converge (car h est C', donc sa série
de Fourier converge normalement). La série de fonctions ) u, converge donc normalement (et

uniformément) sur Q. Les fonctions u,, étant continues, u € C(Q).

— Régularité sur @ : Soient o, f € N et ¢ > 0. Pour (z,t) € [0, 7] X [g, +0o0] :

9 tBy,,

W(m,t) = ’bnno‘(—nQ)ﬁ(:lz sin ou cos)(nx)e_”zt‘ < |bn]n°‘+2ﬁe_"2‘E

D’apres le lemme de Riemann-Lebesgue, (b)) converge vers 0, donc elle est bornée : il existe
C > 0 tel que |b,] < C. Ainsi, la dérivée est majorée par Cnot28e=n’s Par croissance
comparée de I’exponentielle par rapport aux polynomes, il s’agit du terme général d’une série
convergente. On a donc convergence normale de toutes les dérivées sur tout compact de Q.
Par le théoréme de dérivation des séries de fonctions, u € C*(Q).

— Condition (i) : Puisque 'on peut dériver sous le signe somme :

Ou_Pu_ 5 (0w Pun)
ot 0z2 Ot 0z2

n=1

Ceci conclut la synthese et prouve 'existence de la solution.

Approfondissement et remarques

— Preuve de 'unicité (Méthode de ’énergie) : Bien que souvent gardée « sous le coude »
pour les questions, il est crucial de savoir démontrer 'unicité. Soient uq, us deux solutions du
probleme. Posons w = u; — ue. La fonction w vérifie I’équation de la chaleur avec condition
initiale w(x,0) = 0. Introduisons « ’énergie » de la solution :

e(t) = /(: w?(x,t)dx

La fonction e est de classe C! sur [0, +-0o[ (par dérivation sous l'intégrale). En dérivant :

0w

™ aw s
¢ (1) :2/0 wiz, ) 5 (. t)de :2/0 wiz, ) 5 (2, 1)de
Par intégration par parties :

ow

et)=2 [w(m,t)ax(x,t)K — 2/07r (g:@,t))Qdm

Gréace aux conditions aux bords w(0,t) = w(m,t) = 0, le terme tout intégré s’annule. On
a donc €'(t) = —2 [[(9,w)?*dx < 0. La fonction e est donc décroissante. Comme e(0) =
Jo w*(x,0)dz = 0, on en déduit que pour tout ¢ > 0, e(t) < 0. Or, par définition, l'intégrale
d’une fonction positive est positive, donc e(¢) > 0. Il s’ensuit que e(t) = 0 pour tout ¢ > 0. La
fonction w(-,t) étant continue et de carré d’intégrale nulle, on conclut que w = 0 sur Q, d’'ou
U] = ug.

— Effet régularisant : Remarquez le fait remarquable que bien que la condition initiale h ne
soit que C', la solution u est C*™ sur 'ouvert Q! C’est ce qu’on appelle l'effet régularisant de
I’équation de la chaleur, typique des équations aux dérivées partielles paraboliques.



Recasage

— 209 : Approximation d’une fonction par des fonctions régulieres. Exemples d’applications.
— 235 : Problemes d’interversion de symboles en analyse.

— 239 : Fonctions définies par une intégrale dépendant d’un parametre. Exemples et applications.
— 241 : Suites et séries de fonctions. Exemples et contre-exemples.

— 246 : Séries de FOURIER. Exemples et applications.
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8 Etude de la loi Gamma

Proposition 1.15 ([Cot+03, p. 121]). Soient a, A > 0. Posons la densité de la loi vy(a, \) définie
sur R par :

1A
T e gy (2)

I'(a)
1. La fonction caractéristique g x de la loi y(a,\) est :

)\ a
p— R
Pa (1) <)\ — z't) pour t €

2. Pourn € N, la loi vy(a,\) admet un moment a tout ordre n € N donné par :
ala+1)...(a+n—-1)
n — \
Démonstration. 1. Calcul de la fonction caractéristique
Posons Dy = {z € C | Re(z) < A}.

D) :={z€ C|Re(z) < A\} Im(2)

On note f(z,2) = 2% e~ A=2)% Prenons z € Dy et > 0. Montrons que l'intégrale de f(z,-)
est finie. On a :
|f(Z, m)’ — xaflef(/\fRe(z))x
Puisque z € D), on a A — Re(z) > 0. L’intégrale est donc convergente en +oo (par croissance
comparée) et en 0 (car a > 0). Définissons ainsi la fonction ¥ : Dy — C par :

_ A z,x)dr = A" 24 e M e 150 (2)dx
V) =g [ femr= [ L (x)d

D’apres ce qui précede, ¥ est bien définie. On remarque que la fonction caractéristique s’exprime
comme :

(pa,)\(t) - \II(Zt) (*)
Trouvons une expression explicite de W(¢) pour ¢t €] — 0o, A[C R. Soit t < A\. On a :

A4 oo
N} _ a—1_—(A—t)x
(t) Ta) /0 % e dx

On effectue le changement de variables y = (A — t)z (donc dx = % et v = %)

A\ 400 y a—1 3 dy 2@ 1 +oo 1
U(t) = — Y = “ Y
®) F(a)/o (/\—t) “N_t T(a) ()\—t)a/o yretdy

On reconnait 'intégrale définissant I'(a), ce qui donne :
/\a
(A—t)e

U(t) =

Posons h : D)y — C définie par h(z) = (/\iz)a. On va chercher & appliquer le théoréeme du

prolongement analytique pour montrer que ¥ = h sur D).



— Montrons que h est holomorphe sur Dy : Pour z € Dy, A — z est dans le demi-plan complexe
{w € C | Re(w) > 0}. On peut donc utiliser la détermination principale du logarithme
complexe. Ainsi, h(z) = A% ¢ Log(A=2) e qui prouve que h est holomorphe sur Dj.

— Montrons que U est holomorphe sur Dy : Soit a < A. Posons D, = {z € C | Re(z) < a}.
Pour z € Dy, © — f(z,x) est mesurable sur R . Pour x > 0, z — f(z,2) est holomorphe sur
Dg. De plus, on a la domination locale sur D, indépendante de z :

(2 2)] < a0 TemORele < gal-Oage

Le majorant est intégrable sur R* (car A — a > 0). Par le théoréme d’holomorphie sous le
signe intégral, ¥ est holomorphe sur D,. Ceci étant vrai pour tout o < A, ¥ est holomorphe
sur [Jycn Do = Di.

Les fonctions ¥ et h coincident sur 'intervalle réel | — oo, A[ qui posséde un point d’accumulation
dans D). De plus, D) est un ouvert connexe. D’apres le théoreme du prolongement analytique, ¥
et h coincident sur tout D).

On peut alors conclure avec la relation (*) en évaluant en it € D), :

Pa(t) = W(it) = h(it) = (/\ ° z‘t)a

2. Calcul des moments

Rappelons le résultat suivant [Ouv04, p. 204] : Si la fonction caractéristique ¢ x est k fois déri-
vable en 0, alors la variable aléatoire X admet des moments jusqu'a l'ordre 2|k/2]. En particulier,
P (0) = FE(X*).

La fonction caractéristique ¢, » est holomorphe (comme restriction d’une fonction holomorphe)
au voisinage de 0, elle est donc infiniment dérivable en 0. D’apres le rappel, la loi y(a, A) admet des
moments de tout ordre.

Pour obtenir leur expression, calculons les dérivées successives de @g A (t) = A*(A —it) ™% :

gofw\(t) = \%a(\ —it) %1
o \(t) = AiPa(a+1)(A —it) "2

P (1) = A% a(a+ 1) (a+n— 1)(A—it) o™
En évaluant en ¢t = 0, on obtient :
a+1)...(a+n-1)
An

‘Pg,l))\(o) =X"ala+1)...(a+n—1\ 4" = Z.nCL(

Par identification avec la formule du rappel gpt(ln; (0) = i"my, on trouve bien :

1)... -1
mn:a(a+ ) A£a+n )

Approfondissement et remarques

— Existence des moments : [Ouv04, p. 204] Il faut savoir démontrer le rappel (lien entre
régularité de la fonction caractéristique en 0 et existence des moments). La preuve repose
classiquement sur le théoreme de Taylor-Young et le théoréme de convergence dominée (ou le
lemme de Fatou).

— Transformée de Laplace : La fonction ¥(z) introduite dans la démonstration n’est autre que
la transformée de Laplace de la loi y(a, ), évaluée aux complexes de partie réelle suffisamment
petite.

— Modélisation et fiabilité : La loi v(a, \) est tres utilisée en analyse de survie ou en théorie de
la fiabilité. Elle permet par exemple de modéliser le temps d’attente avant le a-ieme événement
dans un processus de Poisson (le temps restant avant la mort d’un organisme biologique, ou
le temps avant la panne d’un systéme complexe).



Recasage

236 : Illustrer par des exemples quelques méthodes de calcul d’intégrales de fonctions d’une
ou plusieurs variables.

239 : Fonctions définies par une intégrale dépendant d’un parametre. Exemples et applications.
245 : Fonctions holomorphes et méromorphes sur un ouvert de C. Exemples et applications.

261 : Loi d’une variable aléatoire : caractérisations, exemples, applications.
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9 Théoréeme des extrema liés

Lemme 1.16 ([Ave83]). Soient v,uq,...,u, des formes linéaires sur un K-espace vectoriel E, avec
Uty ..., up linéairement indépendantes. Si (i_, ker(u;) C ker(v), alors il existe M1,..., A\, € K tels
que v =" Nu,.

Démonstration. Complétons la famille libre By = (u1,...,up) en une base B* = (uy,...,u,) de
I'espace dual. Soit B = (e, ..., ey) sa base préduale (c’est-a-dire la base de E telle que u;(e;) = d; ).
On peut décomposer v dans la base B* : il existe Ar,..., A\, € K tels que v = 310 | Aju;.

Or, N_ ker(u;) = {x € E | Vi € {1,...,p},ui(x) = 0} = Vect(ept1,...,e,). Pour tout j €
{p+1,...,n}, on a donc e; € N_; ker(u;) C ker(v). D’out v(ej) = 0. Mais par définition, v(e;) =
S Aiui(ej) = Aj. Ainsi, Aj = 0 pour tout j € {p+1,...,n}. On en déduit bien que v = Y-8 _; \ju,.

Théoréme 1.17 (Extrema liés [Lafl0, p. 33]). Soient f,g1,...,9p : U = R des fonctions de classe

C' sur un ouvert U de R™. Notons M = {z € U | g1(z) = -+ = gp(x) = 0}. Si fiy admet un
extremum en a € M et que les formes linéaires dgiq,...,dgpa sont linéairement indépendantes,
alors il existe A1,...,\p, € R tels que :

p
dfa = Z )\idgi,a
=1

Démonstration. Etape 1 : M est une sous-variété de dimension n — p.
On va utiliser la caractérisation par les submersions. Posons :

g:U—RP
T+— (gl(-r)? cee 7gp(x))

Puisque les composantes dgi q, . . ., dgp o de la différentielle dg, € L(R™,R?) sont linéairement indé-
pendantes, on en déduit que dg, est surjective (elle est de rang p). dg, admet donc un mineur d’ordre
p non nul. Puisque g est C', I'application x + dg, est continue, et par continuité du déterminant,
ce mineur reste non nul au voisinage de a. Il existe donc un voisinage ouvert U, C U de a sur
lequel g est une submersion. Puisque U, N M = gl?]t({O}), d’apres le théoreme de caractérisation
des sous-variétés par les submersions, M est une sous-variété de dimension n — p.

Maintenant qu’on sait que M est une sous-variété, par définition, il existe un voisinage ouvert
V de a et un difféomorphisme ¢ : V- — (V) tels que (VN M) = (V)N (R*P x {0}). Quitte a
translater, on peut supposer que <p(a) =0.

Etape 2 : L’espace tangent 7, est un sous-espace vectoriel de dimension n — p.
Pour cela, on va montrer que dg,(T,M) = R" P x {0}.

— Prenons v € T,M. Soit I un intervalle ouvert centré en 0. Il existe v : I — M de classe
C! telle que v(0) = a et 7/(0) = v. Quitte & restreindre I, on peut supposer que pour tout
tel,v(t) e VN M. Ainsi, pour t € I, p oy(t) € R"P x {0}. Par le théoreme des fonctions
composées :

(907)'(0) = dipy(0)(7'(0)) = depa(v)
Puisque R"™P x {0} est un sous-espace vectoriel (il est donc fermé), la dérivée d’une courbe
tracée a l'intérieur y reste. Donc (¢ o0 v)'(0) € R™P x {0}, soit dp,(v) € R* P x {0}. D’ou
dpa(Te M) C R*P x {0}.

— Réciproquement, prenons w € R™ P x {0}. Soit I un intervalle ouvert centré en 0 et 7 :
I — R"P x {0} de classe C! telle que n(0) = 0 et 7/(0) = w (on peut par exemple prendre
n(t) = tw). Quitte & restreindre I, on peut supposer que n(I) C (V). Posons v = p~ton. La
courbe « est de classe C'. On a v(0) = ¢~ (0) = a. De plus :

7'(0) = (™" 0 )/(0) = dioy ) (0 (0) = dpg (w) = (dipa) ™ (w)

Posons v = 7/(0). On a v € ToM (car 7y est tracée sur M) et w = dpg(v) € dpa(TeM). Dot
'inclusion réciproque R" P x {0} C dyqa(ToM).



Ainsi, T,M = (dp,) 1 (R"P x {0}). dp, étant un isomorphisme, T, M est bien un sous-espace
vectoriel de dimension n — p.

Etape 3 : Montrons que T,M = ker(dg,).

On a vu que dim(7, M) = n—p. De plus, dg, est surjective (d’apres I’étape 1), donc par le théoreme
du rang, dim(ker(dg,)) = n — p. Ces deux espaces ont la méme dimension. Il suffit donc de montrer
une inclusion.

Soit v € T,M. Prenons v : I — M une courbe de classe C! telle que (0) = a et 7/(0) = v.
Pour tout ¢ € I, on a g(y(t)) = 0 (car y(t) € M). En dérivant en 0, on obtient (g o)’ (0) = 0. Or,
(g07)'(0) = dg(0)(7'(0)) = dga(v). Donc dga(v) = 0, soit v € ker(dg,). L'inclusion T, M C ker(dg.)
et I’égalité des dimensions nous donnent 1’égalité des ensembles : T, M = ker(dg,).

Etape 4 : Conclusion.

Montrons que T,M C ker(df,). Soit v € ToM et v : I — M une courbe avec v(0) = a et 4/(0) = v.
Puisque a est un extremum de f|)7, 0 est un extremum local de la fonction f o~ définie sur I. On
a donc (f 0v)'(0) = 0. Or (f o) (0) = dfy0)(7'(0)) = dfa(v). Donc dfa(v) =0, d’ott v € ker(dfa).

On obtient alors :

p
T,M = ker(dg,) = ﬂ ker(dg; o) C ker(dfy)

i=1
Puisque les formes linéaires dg1 q, . . . , dgp,q sont linéairement indépendantes, on peut conclure grace
au lemme introductif : il existe A1,..., A, € R tels que :

p
dfa = Nidgia

=1

Approfondissement et remarques

— Vocabulaire : Les scalaires \; mis en évidence par le théoréme sont appelés les multiplicateurs
de Lagrange.

— Utilité de la formulation avec ’espace tangent : Une part importante de la démonstra-
tion consiste a montrer rigoureusement que ’espace tangent géométrique T, M correspond bien
au noyau de la différentielle des contraintes ker(dg,). Cette identification est fondamentale en
géométrie différentielle (c’est 'espace tangent a une variété définie par des équations).

— Application classique : Ce théoréme est souvent utilisé pour trouver la distance d’un point a
une surface, démontrer des inégalités analytiques (comme 'inégalité arithmético-géométrique),
ou justifier I’existence de valeurs propres en dimension finie (en maximisant une forme qua-
dratique sur la sphére unité).

Recasage

— 159 : Formes linéaires et dualité en dimension finie. Exemples et applications.

— 214 : Théoreme d’inversion locale, théoréme des fonctions implicites. Illustrations en analyse
et en géométrie.

— 215 : Applications différentiables définies sur un ouvert de R™. Exemples et applications.

— 219 : Extremums : existence, caractérisation, recherche. Exemples et applications.
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10 Fonction Zéta et nombres premiers

Théoréme 1.18 ([Roml7, p. 394-395]). La fonction Zéta définie par ((s) = >/° & est bien
définie et continue sur D = {s € C | Re(s) > 1}. De plus, en notant py, le k-éme nombre premier,

on a pour tout s € D la formule du produit eulerien :

(5= ]
C(s) = —
’ Pl el U8

Démonstration. Etape 1 : Montrons que ( est bien définie et continue sur D.
Pour tout n € N*, la fonction s — % = e~*In(") est holomorphe (donc continue) sur D. Soit K C D
un compact. L’application continue s — Re(s) définie sur le compact K a valeurs dans R est bornée
et atteint ses bornes. Posons « := infsc g Re(s). Puisque K C D, on a o > 1.

Pour tout s=a+1ibe K, on a :

|7”LS’ _ |na+ib| _ |na||eibln(n)| —no > p®

1

ns < % Soit N € N*. On a N | sup,cp
général —& est convergente car o > 1 (série de Riemann). La série de fonctions S —s converge donc
normalement (et par suite uniformément) sur tout compact de D. Puisque le terme général est
continu, ¢ est bien définie et continue sur D. (Elle est méme holomorphe d’apres le théoréeme de
Weierstrass).

Etape 2 : Construction d’une probabilité (pour s > 1 réel).
Fixons s > 1 réel (on note s = o dans les équations pour faire le lien avec les notes, mais on peut

garder s). On définit une mesure P sur I'espace mesurable (N*, P(N*)) en posant pour tout n € N* :

1 1
P = ———
() = 5
Vérifions que P est une probabilité. I est clair que P({n}) > 0. De plus, P(N*) = 31> P({n}) =
Tls) S # = ﬁ((s) = 1. Donc P définit bien une probabilité.
Etape 3 : Calcul de P(pN*).
Soit p € N*. L’ensemble pN* est la réunion disjointe des singletons {pk} pour k € N*.

Donc

ns < Zn 1 na' Or, la série numerlque de terme

=1 1 1 1% 1
*) § k}) — _
PONY =2, PUPED = 2 e o ~ co e 2~

Etape 4 : Indépendance et probabilité de I’intersection.
Notons (pg)r>1 la suite ordonnée des nombres premiers. Calculons la probabilité de 1’événement
A =N (N*\ p,N*). Cet événement correspond & I'ensemble des entiers naturels non nuls qui ne
sont multiples d’aucun nombre premier. Le seul entier vérifiant cela est 1. Donc A = {1} et :

1
P(A)=P({1}) = —
¢(s)

Vérifions maintenant que la famille d’événements (p,N*),cn+« est une famille d’événements in-
dépendants. Soit I C N* une partie finie. L’intersection (\,c;(prN*) est I'ensemble des multiples

communs aux nombres premiers (py)ker. Puisque ces nombres sont premiers entre eux, leurs mul-
tiples communs sont exactement les multiples de leur produit. Donc :

(N (eN*) = | [] o | N*

kel kel

On a alors, d’apres 'étape 3 :

Pl O@N) | =P |[[]ex |N| = —=]]= =] PxN')

kel kel (ITkerpr) kel Py, kel



La famille est donc bien indépendante. Si des événements sont indépendants, leurs complémentaires
le sont aussi. La famille (N* \ ppN*)ren+ est donc indépendante.

Posons A, = =1 (N* \ ppN*). La suite (A4;,),>1 est une suite décroissante d’événements dont
Iintersection dénombrable est A. Par continuité décroissante de la probabilité :

. B 1
Jim P(A,) = P(4) = o5 (+)

D’autre part, par indépendance :

o - flo- - T (1 2)
k=1

En passant a la limite quand n — +o00 et en utilisant (*), on conclut que :

1 +o0o 1 +oo 1 -1
<<>:H<1p) :‘<<5>:,£11<1‘zoz>

(Cette preuve, rédigée pour s réel, s'étend a D par prolongement analytique).

Corollaire 1.19 (Série des inverses des nombres premiers [Goul4, p. 303-304]). La série 3125
diverge.

nlpn

Démonstration. Etape 1 : Equivalent de ((s) en 17.
Soit s > 1. La fonction ¢ — —é est décroissante sur R’ . Par comparaison série-intégrale, pour tout

n € N*:
1 n+l 1 1
_— S/ —dt
(n+1)s n =~ ns
En sommantden=14a N :

N+1 1

N
1
nz::l(”+1)s S/l = 27

La somme de gauche vaut ZN +11 kls 1. L’intégrale vaut {

N — +o00 (puisque 1 — s < 0) :

. En faisant tendre

p=s 1V (vt
- s—1

-1 <
() ~1 < = < C(s)
Ce qui s’écrit =7 < ((s) < 1+ =5. En multipliant par (s — 1), on a 1 < (s — 1)((s) < s. Par le
théoréme des gendarmes, 11m5_>1+(8— 1)((s) = 1, c’est-a-dire ((s) it . Puisque lim,_,;+ -5 =

+00, on en déduit que lim,_,;+ ((s) = +o0.
Etape 2 : Conclusion par ’absurde.

-1
Par I’absurde, supposons que la série Z - converge. On sait que In (1 — i) =—1In (1 — i) ~
Pn Pn/) n—os+too
-1
- Par le théoreme de comparaison des séries a termes positifs, la série de terme général In (1 — p—)

converge Notons L € R sa somme. Pour un N fixé, on a :
N 1 -1
ln<H(1—> ) Zln(l—)
n=1 b
En passant a la limite N — 400 et par continuité de ’exponentielle, le produit infini converge vers

—1 -1
el < +00. Or, pour tout s > 1, on a p—ls < pin, donc (1 — pis) < (1 — ]%n) . Ainsi, par passage

n

au produit :
+oo 1 —1 +00 1 —1
C(S)ZH(l—s) <H(1—> = ¢t
n=1 pn n=1 pn

La fonction ¢ serait donc majorée sur |1, +oo]. Ceci est en contradiction flagrante avec lim,_,;+ ((s) =
400 calculé précédemment. L’hypothese initiale est donc fausse, la série > i diverge.



Approfondissement et remarques

— Prolongement analytique : On vous demandera stirement de justifier que la formule du
produit est valide sur tout D. Si on fixe N, (n(s) = S0 1 n™ et Px(s) = [Trei (1 — p, )~
sont holomorphes sur D. Comme elles coincident sur |1, +00[ et que cet ensemble admet des
points d’accumulation dans I'ouvert connexe D, elles coincident partout sur D. De plus ((s)
ne s’annule pas sur D.

— Aspect probabiliste : La méthode utilisée au début de la démonstration est tres élégante
et surprend souvent le jury en bien. Il est important de bien souligner la démarche consistant
a munir N* d’une vraie mesure de probabilité discrete pour justifier rigoureusement le calcul.

Recasage

— 230 : Séries de nombres réels ou complexes. Comportement des restes ou des sommes partielles
des séries numériques. Exemples.

— 244 : Exemples d’études et d’applications de fonctions usuelles et spéciales.
— 264 : Variables aléatoires discretes. Exemples et applications.

— 266 : Utilisation de la notion d’indépendance en probabilités.
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11 Lemme de la Grenouille

Proposition 1.20 (Lemme de la Grenouille [Goul4, p. 46]). Soit (E, d) un espace métrique compact.

Prenons (up)nen une suite d’éléments de E telle que d(upt1,un) 22400 . Notons T Uensemble

des valeurs d’adhérence de (uy). Alors T' est connexe.

Démonstration. Etape 1 : Montrons que I' est compact.
Pour p € N, notons Ay, = {uy, | n > p}. On a I' = () cy Ap. L’ensemble I est donc une intersection
de fermés, c’est donc un fermé. Or, I' C E qui est compact, donc en tant que fermé dans un compact,
I' est lui-méme compact.

Etape 2 : Raisonnement par I’absurde et mise en place.
Raisonnons par ’absurde et supposons que I' n’est pas connexe. Puisque I' est compact, il existerait
deux fermés disjoints et non vides A, B C I tels que I' = A U B. Remarquons que A et B sont des
fermés dans le compact I, ils sont donc eux-mémes compacts.

Posons a = d(A, B) > 0 (car A et B sont des compacts disjoints) et notons :

A’:{er|d(x,A)<‘;} et B’:{erd(m,B)<(;}

A" et B’ sont des ouverts (images réciproques d’un ouvert par ’application continue 1-lipschitzienne
distance a une partie). Notons K = F'\ (A’UB’). L’ensemble K est fermé, et inclus dans le compact
E, donc K est compact.

A . .

- ~
- . B
’ S ’ S
’ N ’ A
’ \ ; \
1 \ 1 \
1 \ o 1 \
1 L '
! A ELE B
! I’ A !
\ y \ y
\\ y \\ y
. “ ’
~ ’,
~

!/

N

< .
o -
S~ - S < -

-

Etape 3 : Montrons que (u,) a une valeur d’adhérence dans K.
Puisque d(upt1,un) notoo, 0, il existe Ng € N tel que pour tout n > No, d(upny1,un) < §. Soit

N > Ny.

— Trouvons un terme dans A’. Prenons xg € A C I'. Par définition, xo est une valeur d’adhérence
de (un). Il existe donc ny > N tel que d(xo, un,) < §. On a alors d(up,, A) < §, donc u,, € A".

— Trouwvons un terme dans B'. Prenons yo € B C I'. De méme, yg est une valeur d’adhérence. Il
existe donc ng > ny tel que d(yo, un,) < §. On a alors up, € B’

Il existe donc un terme de la suite dans A’ et, plus tard, un terme dans B’. Soit ng le premier
entier supérieur a ny tel que u,, ¢ A’. Cet entier existe bien dans l'intervalle [n; + 1,n9] puisque
Un, € B, et donc u,, ¢ A’. Par définition de ng, on a un,,—1 € A’.

Vérifions que up,, € K. Il suffit de montrer que u,, ¢ B’. Par l'inégalité triangulaire et la
définition de la distance a un ensemble :

d(uTLO*lv B) < d(un()*l’ Ung) + d(unoa B)

Donc :
d(un07 B) Z d(un0—17 B) - d(un0—17 uno)

D’autre part, on sait que pour tout = € A et y € B, d(z,y) > «. Or, on peut choisir a € A tel
que d(upy—1,A) = d(upy—1,a) (car A compact). Pour tout b € B, on a a < d(a,b) < d(a,un,—1) +
d(uny—1,b). En passant a infimum sur b, on obtient a < d(upn,—1,A4) + d(un,—1, B). Ainsi :

d(ung—1,B) > a — d(up,—1,A)



En réinjectant dans I'inégalité précédente :

d(tng, B) > o — d(upg—1, A) — d(tng—1,Uny) > o — 3733

<a/3 <a/3

Donc uy,, ¢ B'. Puisque par définition u,, ¢ A’, on conclut que uy,, € K.

On a montré que pour tout N > Nj, il existe ng > N tel que u,, € K. On peut donc extraire une
sous-suite (Uy(n)) de (un) & valeurs dans K. L’ensemble K étant compact, cette sous-suite admet
une valeur d’adhérence ¢ € K. Mais ¢ est aussi une valeur d’adhérence de la suite initiale (u, ), donc
¢eT.Onadonc/?eT'NK. Ce qui est absurde, car par construction K = E\ (A’UB’) est disjoint
de AU B =T. L’hypothese initiale est fausse : ’ensemble I' est bien connexe.

Théoréme 1.21 (Application [Goul4, p. 46]). Soit f : [0,1] — [0,1] une application continue.
Prenons (zn)nen une suite d’éléments de [0,1] telle que xp+1 = f(xn) pour tout n. Alors la suite
(zn) converge si et seulement si limy, o0 (Tpt1 — xp) = 0.

Démonstration. Le sens direct (=) est évident : si z,, — ¢, alors x, 11 — ¢, donc (zp41 — n) —
{—¢=0.

Pour le sens réciproque (<), supposons que limy, oo (Zp+1 — ) = 0 et raisonnons par 1’ab-
surde en supposant que la suite (x,) ne converge pas. La suite (x,) est une suite de [0, 1], elle est
donc bornée. Par le théoreme de Bolzano-Weierstrass, elle admet au moins une valeur d’adhérence.
Puisqu’elle ne converge pas, elle admet au moins deux valeurs d’adhérence distinctes.

De plus, puisque |z,+1 — 25| — 0 et que [0, 1] est un espace métrique compact, on peut appliquer
la proposition précédente (Lemme de la Grenouille) : 'ensemble des valeurs d’adhérence I' est un
connexe de [0, 1]. Un connexe de R est un intervalle. I" est fermé (comme prouvé précédemment)
et borné, c’est donc un intervalle fermé. Puisqu’il contient au moins deux points, I' est un segment
[a, B] avec o < B (et o, B € [0, 1]).

Montrons que I' est constitué de points fixes de f. Soit ¢ € I'. Il existe une extractrice ¢ telle
que Ty, —> L. On a:

fl) = f( lim x¢(n)> = lim f(z,) (par continuité de f)

n—+oo n—+o0o

f(0) = lim Top(n)+1 = lim (x¢(n)+1 — Tp(n) T+ $¢(n)) =0+4+4=1¢

n—-+00 n—-+00

Donc tout élément de I' est un point fixe de f.

Venons-en a ’absurdité. Prenons le point milieu m = O‘—gﬁ € [a, B8] = T'. m est une valeur
d’adhérence de la suite, il existe donc ng € N tel que z,,, soit arbitrairement proche de m. En fait,
comme la distance entre deux termes consécutifs tend vers 0 et que la suite navigue indéfiniment
dans lintervalle [a, 8] contenant ses valeurs d’adhérence, elle finit par "entrer' exactement dans I"
(on peut formaliser cela en remarquant que si on est dans I, la suite y reste car Jir= Id). Sizp, €T,
alors pour tout n > ng, z, = f(z,—1) = x,—1. La suite (z,,) devient stationnaire, ce qui implique
qu’elle converge. Ceci contredit I’hypothese selon laquelle la suite ne converge pas. Ainsi, la suite
(z,,) converge.

Approfondissement et remarques

— Intuition du nom "Grenouille" : Une grenouille qui fait des bonds de plus en plus petits
(distance entre deux sauts tendant vers 0) dans un enclos (espace compact) ne peut pas avoir
deux tas de nénuphars (valeurs d’adhérence) disjoints. Si elle va de I'un a l’autre infiniment
souvent, ses petits sauts I’obligent a laisser des traces entre les deux.

— La distance a une partie : Le jury peut vous demander de vérifier la continuité de I’applica-
tion z — d(x, A). On utilise I'inégalité triangulaire |d(z, A) — d(y, A)| < d(z,y) pour montrer
qu’elle est 1-lipschitzienne.



Recasage

— 203 : Utilisation de la notion de compacité.
— 204 : Connexité. Exemples d’applications.
— 223 : Suites numériques. Convergence, valeurs d’adhérence. Exemples et applications.

— 226 : Suites vectorielles et réelles définies par une relation de récurrence up+1 = f(uy).
Exemples. Applications & la résolution approchée d’équations.
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12 Inégalités de Kolmogorov
Proposition 1.22 (Inégalités de Kolmogorov [Goul4, p. 84-86]). Soit n > 2. Prenons f € C*(R,C).
Pour k € {0,...,n}, on note My := sup,cp |£®)(z)]. On suppose que My et M, sont finis. Alors :
(i) Pour tout k € {0,...,n}, M < +o0.
(i) My < v/2MoMs.
(11t) Pour tout k € {0,...,n}, ona :

k(n—k) 1

_k k
My " My

M, <2

Démonstration. Preuve de (i) : Finitude des dérivées intermédiaires.
Appliquons I'inégalité de Taylor-Lagrange. Soit x € R et i € {1,...,n — 1}. Il existe 6, , €0, 1] tel
que :

n!

n—1 r(k) x
ot = fa)+ 3 L)
= k!

On va isoler les termes d’ordre intermédiaire pour obtenir une majoration :

n—1 (n) 0. i M.
- i) — e (-1 | — | [ @+ 0i0l) | My,
|f<w+z> f@) —if @) ) ‘ 0D < T,
Par I'inégalité triangulaire |a — b| > |a| — |b], on a :
n—1
/ 7 (’n*l) o . < %TL
if(@) 4o+ g @)~ e+ ) - @) < T
D’ou :
‘n—1
/ v (n—1) < ' My 4, <9IM M, ., — K,
if/(@) -+ g @) € ) @) < 20 S =
En posant K = maxj<j<,—1 Kj, on a pour tout i € {1,...,n —1}:
n—l  r(k)
E:ikf)kfm) <K (%
k=1 :

Posons quelques notations pour faire apparaitre une matrice de Vandermonde. Notons Yy (z) :=
k) .
% et X;(z) := Y721 i*Vi.(z). En posant les vecteurs colonnes Y (z) = (Yi(z), ..., Yn_1(z))7 et
X(x) = (X1(),..., X, 1())7, on a le systéme linéaire :

X(z) =VY(x)
ou V est la matrice :
1 12 . 1t
2 22 .. on—1
V=
n—1) (n—12% ... (n—1n"!

On adet(V) =1x2x---x (n—1) x Vandermonde(1,2,...,n — 1) # 0. La matrice V est donc
inversible. Notre objectif est d’obtenir une majoration de Yy(x) (ce qui donnera le résultat). On
a Y(z) = V71X (x). L'application linéaire associée & V! sur C"! muni de la norme || - || est
continue (car on est en dimension finie). Il existe donc une constante A > 0 telle que :

1Y (2)]loo < Al X (2)]lo



Or, d’apres (x), pour tout i, |X;(z)] < K, donc || X(2)|le < K. Ainsi, |V (2)]|c < AK. Ceci
F ()

implique que pour tout k € {1,...,n—1}, | < AK. Cette majoration étant indépendante de

x, on en déduit que pour tout k, My < +o0.

Preuve de (ii) : Cas n = 2.
On va écrire un développement de Taylor de f(z + h) et f(z — h) pour h > 0. Il existe 61,02 €]0, 1]
tels que :

2
Pl h) = f(@) 4 hf' (@) + o 5+ 0uh)

2
Fla—h) = f(@) = hf'(@) + o 1~ 0oh)

En soustrayant la deuxieme égalité & la premiere :
h2
fla+h) = fl@—h) =20f'(@) + o (f'(x + 01h) = f"(z = 62h))

On isole f/(x) :

f/(l‘) — f(x + h)2_hf(x — h) + % (f”(l’ _ (92]1) _ f”($ + th))

En passant a la valeur absolue et en majorant :

2My  h My h
204 ZoMy) = =2 4 3 Mz = o(h)

@) < 0+ ;

Minimisons la fonction ¢(h) pour h > 0. Ona ¢'(h) = =32+ 22 ¢/(h) > 0 <= h?22 > M, <

h > 2%. La fonction ¢ atteint donc son minimum en hg = 2%. En évaluant ce minimum :

_ Moy n \/§\/M0/M2M VMM, n vV Mo M,
V2 My/M;, 2 T2 NG

Puisque |f'(x)| < ¢(h) pour tout h > 0, on a |f'(z)| < ¢(hg) = v/2MyMs. En passant au supremum
sur z, on obtient My < /2MyMs.
Preuve de (iii) : Inégalité générale.
Raisonnons par récurrence sur n. Notons P, la propriété : « Pour tout k € {0,...,n}, My <
kE(n—k) _ 1

_k k
272 My "My o».

¢(ho) = \/2MyM>

— Initialisation : Pour n = 1, c’est clair ('inégalité est triviale pour k = 0 et k = 1). Pour n = 2,
si k = 0 ou k = 2, I'inégalité est triviale (elle donne My < My et My < Ms). Si k =1, la
formule donne M; < 21/2M01/2M21/2, ce qui est exactement (ii).

— Hérédité : Soit n > 2. Supposons P,, vraie. Montrons P,,+1. En appliquant le résultat (ii) a la
fonction f—1 (qui vérifie les hypotheses puisque ses dérivées d’ordre 0 et 2, qui sont f (n—1)
et f("*+D sont bornées), on a :

be < 2Mn—1Mn+l (1)

Par ’hypothese de récurrence P,, appliquée a k=n — 1 :

n—1 n—1 n—1
n

_ n— 1
My~ " Mpm =2"F MM,

(n=1)(n=(n—-1))
2

Mnfl <2

En remplagant cette majoration de M,,_; dans (1), on obtient :

n— 1 n—1
M2 <2 (221M0”Mn"

1—1

nt1 LT
)Mn—I—l =272 MonMnn Mn+1




Si M, = 0, alors la fonction f est un polynéme de degré au plus n — 1. Comme elle est
bornée sur R (My < 4+00), elle est constante, donc My = 0 pour tout k > 1, et I'inégalité est

n—1

trivialement vraie. Si M,, # 0, on divise 'inégalité par M, "

n+1

n+1
My," Mo Mn+1

En élevant a la puissance on isole M,

n+1’

M, <2BMITMET (2)

Soit maintenant k € {0,...,n 4+ 1}. Si k = n + 1, 'inégalité P,, 11 est triviale. Si k < n, par
I’hypothese de récurrence Py,

k(n—k) 1—k k

(
M, <2z M, "My (3)

On éleve 'inégalité (2) a la puissance % :

n n(n+1) n+1
My <25 MO AL H

En injectant ceci dans (3), on obtient :

My < 295 M <2zM"<"+1>Mn+1)

k(n—k)+k 1- 4
—927 2 M n(n+1) +1)Mn+1

- 0 n+1
k(n—k)+k _ k(n+1—k) k ko k(n+1)—k k o
OI‘, 2 = 2 etl_ﬁ—i—n(n-‘rl)_1_W_1_77(n77—:-1)_1_n+1 Onretrouve
donc bien exactement :
k(n+1 k) ko k1
M, <272 M0 "* M"+

Ce qui prouve Pp41 et conclut la récurrence.

Approfondissement et remarques

— Inégalité de Landau : Le cas n = 2 qui stipule que M7 < +/2MyM; est souvent appelé
indépendamment 'inégalité de Landau (ou inégalité de Hardy-Littlewood). C’est un grand
classique qui peut tomber a I’écrit comme a 1’oral.

— Constante optimale : La constante /2 dans I'inégalité de Landau est bien optimale pour les
fonctions de R dans R. En revanche, pour les fonctions définies sur R, la constante optimale
devient 2.

— Matrice de Vandermonde : Soyez prét a justifier rapidement le calcul du déterminant de
Vandermonde, c’est une question classique de jury quand on l'utilise de maniére détournée
comme ici.

Recasage

— 218 : Formules de Taylor. Exemples et applications.

— 228 : Continuité, dérivabilité des fonctions réelles d’une variable réelle. Exemples et applica-
tions.
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13 Injectivité de la transformée de Fourier

Nous considérons la convention suivante de la transformée de Fourier :

:/Rf(:p)e_ixgdcv

Lemme 1.23 (Transformée de Fourier d’une gaussienne (pas de référence)). Pour tout b > 0, la
transformée de Fourier de la fonction x — e~ est donnée par :

Fe)(e) = [Te

Démonstration. Posons f(x,§) = e—ba? p—iat pour z,& € R.
— Pour tout £ € R, la fonction z — f(x,£) est intégrable sur R.
— Pour tout x € R, la fonction £ — f(x,&) est dérivable et :

of
3

La fonction majorante z — |z|e”
indépendante de €.

< ’x‘e—bx

. _br2 _;
-z ( 5‘:‘—1366 ba® o—ixg

bz? est intégrable sur R (car dominée par 1/22 en Dinfini) et

Par le théoréme de dérivation sous le signe intégral, £ — F (e_b’“"Q)(f ) est dérivable et :

f(e_bIQ)’(f) = /R—ixe_bx2e_m€dx
- (—2ba:e*b"”2) e~ dy
2b JRe—o- O —~—

En effectuant une intégration par parties (les termes de bord tendent vers 0 en +o0) :

2b —oo

7_& —bx? —zx& —bx?
=5 )¢ da %J'"(6 )(€)

—bx2 i —bx? —ix +o0 —bax? ' —1ix
f(@ b )/(5):7 |:6 b e { 2b/ b Z fdx

On est alors face & une équation différentielle linéaire du premier ordre de la forme y'(£)+ %y(g ) =0.
2

¢
Sa solution générale est y(§) = Ce™ 4 avec C' € R. Pour trouver C, on évalue en { =0 :

C=Fe0) = [ e ar= [T

(C’est l'intégrale de Gauss classique, dont le calcul est a savoir refaire). D’ou le résultat.

Lemme 1.24 (Formule de dualité [EAOS, p. 115]). Pour toutes fonctions f,g € L*(R), on a :

[ st = [ fw)gw

Démonstration. Considérons la fonction (u,v) = f(u)g(v)e~™. Elle est mesurable et son module

s’integre :
L [ 1eoge = dudo = [ 17wldu [ lgt)ldv = | 7llglh < +oo

On peut donc appliquer le théoreme de Fubini :

[ swatwdn = [ f ([ g i) du
Z/R(/Rf(u)ei““du) g(v)dv:/Rf(v)g(v)dy



Théoréme 1.25 (Injectivité de la transformée de Fourier [EAO08, p. 115]). L’application F :
LY(R) — Co(R) est injective.

Démonstration. Puisque F est linéaire, il suffit de déterminer ker(F). Soit f € L*(R) telle que
f =10.Soit s > 0 fixé. Considérons le noyau de Gauss :

Ys 1 X —

1
V2ms
Pour a € R fixé, définissons gs : = — 7s(z)e'*®. Remarquons que pour tout u € R :

gs(u) = /R%(:E)emze_i“zdx = /R%(x)e_m(“_“)d:p =Ads(u—a) (%)

Appliquons la formule de dualité avec f et gs € L'(R) :

/ f(u)gs(u)du = / F(v) gs(v)dv =0
R R:,O./

D’autre part, en utilisant (%), on a [p f(u)¥s(u — a)du = 0. Puisque la fonction ~, est paire, sa
transformée de Fourier 4, I'est également. On peut donc écrire 4s(u — a) = 4s(a — u). L’équation
devient alors :

/Rf(u)%(a—u)duzo — (f*4s)(a) =0

Calculons 45(a) a l'aide du lemme 1 (avec b = o) :

N

R 1 _a?
%(a) - \/27rs]: (e i

_ 1 T _
- V2rs\1/2s
1 s
= V2rse 2 =
\21s

On peut réécrire cette expression pour faire apparaitre un nouveau noyau de Gauss :

4s(a) = ﬁ( ;6—532) = \/T’Yl/s(a)

On a donc montré que pour tout a € R et tout s > 0 :

(V) @=0 = e =0

Or, la famille (7 /,)s>0 constitue une approximation de I'unité dans L'(R) lorsque s — +oco (car
la variance 1/s tend alors vers 0). On sait que la convolution avec une approximation de l'unité
converge vers la fonction dans L' :

@
a2
¢ Az
Ll2 Sa2
2 =e 2

1f *v17s = fllt Enan

Puisque f v/, = 0 pour tout s, on obtient par continuité de la norme :
10~ Fll = T [1f #70 = Sl =0

Donc ||f|l1 = 0, ce qui implique f = 0 presque partout. La transformée de Fourier est bien injective
sur LY(R).



Approfondissement et remarques

— Intégrale de Gauss : Le jury vous demandera presque systématiquement de prouver que
Iz e dy = \/m. Préparez-vous a écrire le calcul via l'intégrale double et le passage en coor-
données polaires sur R2.

— Approximation de ’unité : [EA08] Soyez prét a redémontrer que si (p:) est une approxima-
tion de l'unité, alors f * p. — f dans L'. L’argument classique utilise la densité des fonctions
continues & support compact (ou des fonctions en escalier) dans L!(R), couplée & la continuité
des translations en norme L'.

— Injectivité dans d’autres espaces : Ce théoréme prouve linjectivité sur L'. Sur L?, la
transformée de Fourier (étendue par densité) est un isomorphisme unitaire (& un facteur pres)
selon le théoreme de Plancherel, ce qui donne trivialement I'injectivité, mais requiert une autre
construction.

Recasage

— 235 : Probléemes d’interversion de symboles en analyse.

— 236 : Illustrer par des exemples quelques méthodes de calcul d’intégrales de fonctions d’une
ou plusieurs variables.

— 239 : Fonctions définies par une intégrale dépendant d’un parametre. Exemples et applications.

— 250 : Transformation de Fourier. Applications.
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14 Théoreme de Lévy et Théoreme Central Limite

Proposition 1.26 (Caractérisation de la convergence en loi [ZQ13, p. 542]). Soit (X, )nen une
suite de variables aléatoires réelles et X une variable aléatoire réelle. On a équivalence entre :

(i) Xn END'S (c’est-a-dire pour toute f € Cp(R), E[f(X,)] — E[f(X)])
(ii) Pour toute fonction f € Co(R) (continue tendant vers 0 en Uinfini), E[f(X,)] — E[f(X)].
Démonstration. Le sens direct (i) = (ii) est immédiat puisque Co(R) C Cp(R).
Pour la réciproque (ii) = (i), supposons que pour tout f € Co(R), E[f(X,)] — E[f(X)]. Soit

f € Cp(R) et € > 0. Puisque la mesure de probabilité Py est tendue, il existe A > 0 tel que
P(]X]| > A) < . Construisons une fonction plateau ¢ € C.(R) C Cy(R) définie par :

1 size[-A, A
o(x) =120 siz ¢ [-24,2A4]
affine sur [-2A4, —A] et sur [A, 24]

On a en particulier 0 < ¢ < 1et [p(1 —¢)dPx < [,.41dPx = P(|X| > A) <e.
Evaluons 'écart [E[f(X,)] — E[f(X)]| par Iinégalité triangulaire en introduisant ¢ :

[BL/ (%))~ BCO) < | [ 70— p)dPy,
=A, + B, +C,

N ‘/fwdpxn _/fgodPX‘ - ’/f(l—w)dPx'

Majorons chaque terme :
— Pour Gy, : Cp < [[flloo J(1 = p)dPx < [|f][oce-
— Pour B, : Puisque f € Cy(R) et ¢ € C.(R), le produit f¢ appartient a C.(R) C Cyo(R). Par
hypothése (ii), B, 2= 0.
— Pour A, : A, < ||flleo [(1—p)dPx, = || flleo (1 — J ¢dPx,). Or ¢ € Cyp(R), donc par hypothese
[ @dPx, — [ @dPx. Ainsi, lim,_1o (1 — [ @dPx,) = 1— [ @dPx = [(1—¢)dPx < .1l existe
donc un rang N tel que pour tout n > N, A4,, < 2||f|cct.

Finalement, pour n assez grand, |E[f(X,,)] —E[f(X)]| < 3||f||co€ + Bn, ce qui prouve la convergence
E[f(X,)] — E[f(X)] et donc X, = X.

Théoréme 1.27 (Théoreme de Lévy [CRO5, p. 58]). Soit (X,,) une suite de variables aléatoires

réelles et X une v.a.r. Alors X, & X <= Vte R, ox, (£) 222 ox (1)

tr gt

Démonstration. Le sens direct (=) est immédiat car pour tout t € R, la fonction x + !
continue et bornée.

Pour la réciproque (<), supposons que ¢x, (t) — ¢x(t) pour tout ¢t. D’apres la proposition
précédente, il suffit de montrer que pour toute f € Co(R), E[f(X,)] — E[f(X)].

Cas ou f € S(R) (espace de Schwartz) : Puisque la transformée de Fourier est une bijection de
S(R) dans lui-méme, il existe g € S(R) C L'(R) telle que f(z) = [ €g(t)dt pour tout x. Evaluons
I'espérance par le théoréme de Fubini (licite car (z,t) — e®g(t) est intégrable par rapport & la
mesure produit dPx, ® dt puisque [ |g(t)|dt < 400 et la probabilité est de masse 1) :

Bl = [ ([ egvit) dpy, ) = [ gt) ([ eapy, @) dt = [ goex, 0

On a pour tout ¢, g(t)¢x, (t) = g(t)ex(t). De plus, on a la domination |g(¢)ex, (t)] < |g(t)] x 1, et
g € LY(R). Par le théoréme de convergence dominée de Lebesgue :

E[f(X,)] 2=+ /Rg(t)gox(t)dt =E[f(X)] (par Fubini de nouveau)



Cas général f € Co(R) : Par densité de C°(R) dans (Co(R), || - |lec), pour tout € > 0, il existe
h € C*(R) C S(R) telle que ||f — hlloo < e. On effectue un découpage classique ("en 3 €") :

[ELf(Xn)] = E[f(X)]] < E[lf(Xn) = h(Xn)|] + [E[2(Xn)] — E[R(X)]| + E[|n(X) — f(X)]]

<e

27240 car heS(R) <e

Donc pour n assez grand, [E[f(X,)] — E[f(X)]| < 3¢. D’ou le résultat.

Lemme 1.28 ([ZQ13, p. 549)). Soit (z,) une suite de complezes telle que z, ~= z € C. Alors

limy, 400 (14 %")n = €%,

Théoréme 1.29 (Théoréme Central Limite [ZQ13, p. 549]). Soit (X, )nen+ une suite de variables
aléatoires i.i.d. admettant un moment d’ordre 2. Notons p = E[X1], 0? = Var(X;) > 0 et S, =
Yop—1 Xi. Alors :

Sp—np ¢

Xn—p
o

supposer que E[X;] = 0 et Var(X;) = 1. On veut alors montrer que % £ N(0,1). D’apres le

Démonstration. Sans perte de généralité, quitte & considérer les variables X| = , on peut

théoreme de Lévy, il suffit de montrer que la fonction caractéristique converge ponctuellement vers
celle de la loi normale centrée réduite.
Evaluons la fonction caractéristique de % :

., Sn n -t
@Sin(t) ) [eltﬁ] —-F [H ezﬂXk]
v k=1

Par indépendance des X, ’espérance du produit est le produit des espérances. Puisque les X}, ont
la méme loi que X1, on obtient :

es0= 8] = (o ()

Puisque X; admet un moment d’ordre 2, sa fonction caractéristique est de classe C?, et on a
¢x,(0) =1, ¢y (0) = iE[X1] = 0 et 'k (0) = i*E[X?] = —1. On peut donc écrire un développement

limité a 'ordre 2 en O :
2

ox,(u) =1— % + o(u?) pour u — 0

En appliquant ceci & u = ﬁ (qui tend vers 0 a t fixé), on a :

t £2 1 —£ 4 0(1)
o (J7) g ren) -1

n—-4o0o

Posons z, = —% +0(1). On a bien z, —— —%. En appliquant le lemme, on obtient :

Zn \" n—too 2
s, (t) = (1—1—) ——e 2
Vo n

On reconnait exactement la fonction caractéristique d’une variable aléatoire suivant la loi A/(0,1).
Par le théoréeme de Lévy, la convergence en loi est démontrée.



Approfondissement et remarques

— Tension d’une mesure (Tension de Py) : Il est tres classique que le jury vous demande de
prouver que pour toute probabilité P sur R et € > 0, il existe A > 0 tel que P(|X| > A) <e. 1l
suffit d’écrire P(|X| > A) =1— P([-A,A]) =1 — (Fx(A) — Fx(—A7)). Puisque Fx(A) — 1
en +o0o et Fxy(—A~) — 0 en —o0, la quantité tend vers 0.

— Fonction caractéristique de la loi normale : La limite e~t*/2 nécessite de connaitre

la fonction caractéristique de N(0,1). Savoir la recalculer (par une équation différentielle

¢ +tp = 0 ou par 'intégrale de Gauss sur un contour complexe, voire par le théoréme de

Cauchy) est une question incontournable.

— Espace de Schwartz et densité : Soyez prét a justifier les outils de la classe de Schwartz,
notamment la densité de C2°(R) dans Co(R) pour la norme infinie, souvent réalisée par convo-
lution (régularisation) et troncature.

Recasage

— 250 : Transformation de Fourier. Applications.
— 261 : Loi d’une variable aléatoire : caractérisations, exemples, applications.

— 262 : Convergences d’une suite de variables aléatoires. Théoremes limite. Exemples et appli-
cations.

— 266 : Utilisation de la notion d’indépendance en probabilités.
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15 Etude du systéme de Lotka-Volterra

Proposition 1.30 (Lotka-Volterra [Ber17]). Soient a,b,c,d > 0. Considérons le systéme différentiel

sutvant :
' = axr — bry
(S): 4,
y = —cy + dxy

Pour toutes conditions initiales x(tg) = xo > 0 et y(to) = yo > 0, il existe une unique solution

mazximale définie sur R. De plus, pour tout t € R, xz(t) > 0 et y(t) > 0, et la trajectoire t

(z(t),y(t)) est périodique.

Démonstration. Etape 1 : Existence, unicité et stricte positivité.

En posant X = (m) et f(X) = ( z(a—by) >, on cherche a résoudre X’ = f(X). La fonction f est

Yy y(—c+ dx)

de classe C* sur R?, elle est donc localement lipschitzienne. Par le théoréme de Cauchy-Lipschitz, le

systéme admet une unique solution maximale (I, (x,y)) associée aux conditions initiales (to, xo, yo).
Montrons que pour tout ¢t € I, z(t) > 0 et y(t) > 0. Raisonnons par I’absurde. S’il existe

t1 € I tel que z(t;) = 0, alors la fonction t — (0, y(t)e 1)) est une solution de (S) qui coincide

avec (x,y) en t1. Par unicité de la solution maximale, ces deux solutions coincident sur tout I. En

particulier en ¢y, on aurait g = 0, ce qui est absurde. Le méme raisonnement s’applique pour y.
Etape 2 : Intégrale premiére et solution globale (I = R).

Puisque x > 0 et y > 0, on peut écrire a partir du systéme initial :

/ /

/ /
x—(—c—i—da:) = y—(a—by) == —cx——l—dx’—ay——l—by' =0
€T Y Z Y

En intégrant cette relation, on obtient 'intégrale premiere H constante sur les trajectoires :
H(z,y) = —cln(z) +dxr —aln(y) + by = K

Posons, pour «, 3 > 0, la fonction F, g : u — fu — aln(u). On a alors H(x,y) = F,q(x) + Fuu(y).
Etudions ces fonctions sur R : C’vd(a:) = d — 7. La fonction F4 est strictement convexe, tend
vers +00 en 0 et en +o0o, et admet un unique minimum en c¢/d. De méme, F,; admet un unique

minimum en a/b.

Fop
(‘l U
B
Puisque H(z(t),y(t)) = K, on a pour tout t € I :
a
Fra(e(t) = K = Fuply(t) < K ~ Fuy (5

La fonction Fi, étant majorée sur la trajectoire et tendant vers l'infini aux bords de RY, cela
implique que z(t) est bornée et strictement minorée. Par un argument identique, y(t) est également
contenue dans un segment compact de |0, +oo[. La trajectoire étant contenue dans un compact, le
théoréme de sortie de tout compact assure que la solution maximale est globale, donc I = R.



Etape 3 : Périodicité de la trajectoire.
Cherchons les isoclines pour déterminer les points stationnaires.

a c
=0 <= szouy:g et Yy =0 <= yzOoux:E

Dans ]0,+o00o[?, 'unique point stationnaire est P* = (5,%). Découpons le plan en quatre zones

autour de P* :
— A={(z,y) |0 y < I\{P*}:onaa’>0ety <O0.
%

}ronaz' >0ety >0.

<

Py, Ps

Supposons qu’une trajectoire parte d’un point (xg,y0) € A. Montrons qu’elle quitte la zone A.
Par labsurde, si elle y reste pour tout t > tg, alors x (croissante et majorée) et y (décroissante
et minorée) admettraient des limites finies en +00. La trajectoire convergerait alors vers un point
stationnaire, nécessairement P*. Mais puisque y est strictement décroissante dans A, on aurait pour
tout ¢, y(t) < yo < §, ce qui interdit toute convergence vers ¢. C’est absurde. La trajectoire quitte
donc A. Puisque x est croissante, elle ne peut sortir qu’en traversant la frontiere x = 5 pour entrer
dans la zone B.

Par des raisonnements analogues, la trajectoire navigue successivement de A vers B, puis C,
puis D, pour revenir dans la zone A et couper a nouveau la demi-droite {z = ¢/d,y < a/b}. Soit
t1 le premier instant ou la trajectoire coupe cette demi-droite (passage A — B), et t5 le passage
suivant sur cette méme demi-droite (passage de D — A — B). On a z(t;) = z(t;) = <. Evaluons
I'intégrale premiere en ces deux points :

C &

Hla(tr),y(tn)) = W) 3(65) = Foa (5) + Faslo(tr)) = Foa (§) + Fus(u(ts)

D’ott F,p(y(t1)) = Fap(y(ts)). Or, les points y(t1) et y(t5) appartiennent a l'intervalle ]0, ¢[. Sur
cet intervalle, la dérivée Fc’hb(y) =b— % est strictement négative. La fonction F, ; y est strictement
décroissante, donc injective. On en déduit immédiatement que y(t1) = y(t5). Ainsi, la trajectoire

repasse exactement par le méme point de ’espace des phases a l'instant ¢5. Par le théoreme de
Cauchy-Lipschitz, le systéme étant autonome, la solution est périodique de période T = t5 — t1.



Approfondissement et remarques

— Théoréme des bouts (Sortie de tout compact) : Le jury demande trés souvent de
rappeler I’énoncé précis qui justifie que la solution est globale. Soyez prét a énoncer que si la
solution maximale est définie sur |t_, ¢, [ avec t4 < 400, alors la trajectoire doit sortir de tout
compact de 'ouvert de définition (ici R% x R% ), ce qui est contredit par I'intégrale premiere.

— Modélisation : N’oubliez pas l'interprétation biologique (x = proies, y = prédateurs) qui
justifie lallure des isoclines (les proies croissent sans prédateurs, les prédateurs meurent sans
proies).

Recasage

— 220 : Illustrer par des exemples la théorie des équations différentielles ordinaires.

— 221 : Equations différentielles linéaires. Systémes d’équations différentielles linéaires. Exemples
et applications. (Bien que ce systéme soit non linéaire, sa linéarisation autour des points
d’équilibre fait appel a la théorie des systémes linéaires).
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16 *Marche aléatoire sur [0,1]

Lemme 1.31 (Convergence arithmético-géométrique). Soit (by,)nen une suite de réels convergeant
vers b € R. Soit a €] — 1,1[. Alors la suite (un)nen définie par la relation de récurrence unyi =
auy, + by, converge vers 111

Démonstration. (Preuve rapide si demandée) : Posons £ = —=—. On a up41 —¥f = a(un, —¥€)+ (b, —b).
En posant v, =uy, —fete, =b, —b—0,0nauwv, = (wn + €5. Soit € > 0. Il existe N tel que
pour tout n > N, |e,| < e. Par une récurrence simple pour n > N, on obtient |v,| < |a|" N |vx| +

€Y 00 Nllalk < la"Nuy| + I%M En passant a la limite supérieure, limsup |v,| < 1—6\a|' Ceci
étant Vrai pour tout € > 0, v, — 0, donc u, — £.

Proposition 1.32 (Marche aléatoire sur [0,1] [Les+20]). Soit p €]0,1[. Soit (¢n)nen une suite de

variables aléatoires i.i.d. de loi de Bernoulli B(p). Soit (Up)nen une suite de variables aléatoires i.i.d.

de loi uniforme sur [0,1]. Supposons que toutes ces variables sont mutuellement indépendantes.
Pour z € [0,1], on définit la suite (Xp)nen par Xo = x et pour tout n € N :

Xn+1 = Uan + Cn(l - Un)
Alors, la suite (X,,) converge en loi vers une variable aléatoire Z de loi Béta Beta(p,1 — p).

Démonstration. Puisque les variables (X,,) sont & valeurs dans [0, 1], elles admettent des moments
de tout ordre. Pour n,k € N, notons my, ,, = E[XF).

Etape 1 : Relation de récurrence sur les moments.
Exprimons m,, 41 en conditionnant par rapport aux valeurs de (,. Par la formule des probabilités
totales :

Mp41,k = E[Xrlf—i-l] = P((n = O)E[Xifﬂ | G = 0] + P(Cn = 1)E[X7]§+1 | ¢n = 1]

Evaluons le premier terme. Sachant (, = 0, on a X,11 = U, X,,. Puisque U, et X, sont indépen-
dantes (car X,, ne dépend que des variables d’indice strictement inférieur a n) :

1 1
E[X} 1 | Gn = 0] = E[(UnX,)"] = E[UNE[X}] = (/O ukdu> Mk = 77 Mk
Evaluons le second terme. Sachant ¢, = 1, on a X, = Up X, +1 —U, = Un(X, — 1)+ 1. Par
indépendance de U,, et X,,, on peut intégrer par rapport a U, a X,, fixé (théoréeme de transfert /
Fubini) :

EXF  |¢G=1=E Uol(u(Xn -1+ 1)kdu]

i wlz— k+171 Rl
Pour tout réel z € [0,1], on a fol( (x —1) + 1)*du = [%}0 = Mﬁ = %sz

Remarquons que si x = 1, I'intégrale vaut fo 1¥du = 1, et la somme vaut T +1 E "o 1 = 1. L’identité
polynomiale est donc vraie pour tout X,, € [0, 1]. En passant & l’espérance :

k
1
k — 1] —
EXy [ CG=1=E mg n] k+1zmnz
En recombinant les deux termes avec P((, =0) =1—p et P((, = 1) = p, on obtient :
mn+1k:1;pmnk+LZmni
Tok+1 k1
1—p p P 1
=——Mpr+7—"Mm nk+7zmn,i:7 nk‘i‘izmnz (*)

E+1 7 kE+1 k+1- E+1 k+1-



Etape 2 : Convergence des moments.
Montrons par récurrence forte sur k que la suite (m,, x)nen converge vers une limite my. Pour k& = 0,

mp,o = E[1] = 1 converge trivialement vers my = 1. Supposons la propriété vraie jusqu’au rang
k — 1. Dans la relation (x), posons by, =79 +1 ZZ o Mn. Par hypothese de récurrence, by, D700 —
ﬁ K OlmZ On a alors my, 1 = amy, + b, avec a = k%_l <1 (car k > 1). D’apres le lemme, la

suite (mn,k) converge vers mjy = %.

Etape 3 : Calcul explicite de la limite mj.

k—1

kL‘i’l Zi:O
1

D’aprés ce qui précede, my, = £HL=ig0
T k1

Z 0 m;. Plutdt qu’une lourde récurrence, utilisons

une astuce télescopique. On a :

_ k—2
kmy, :pZmi et (k—1)mg_q :pZm@-
' i=0

En soustrayant la seconde ligne a la premiere, on obtient :

+k—1
kmg — (k—1)mg_1 =pmy_1 = kmp=(p+k—1)mp_1 = my = mek_l
En déroulant ce produit pour k allant jusqu’a 1 (sachant que mg =1) :
p+k—1 p4+k—2 » Ao
my = Z X x‘--xixm():gg)(p+z)
Etape 4 : Identification avec la loi Béta.
Soit Z ~ Beta(p,1 — p). Sa densité est f(x) = m 11— z) P 1((x). Ses moments d’ordre
k valent : . . Blp+k1—p)
— — + ,L=p
EZkzif GFHPL(] — )Py = 2P T2 T P)
Bk Y Blp.1—p)
On rappelle que B(a, §) = F(?g_i_(ﬂﬁ)) et que I'(z + 1) = zI'(z). Ainsi :
I'(p+ kI - p) ray  Te+k)

E[Z¥] =

T(k+1)  T@D(1—p) T+ DOI(p)
E—1 E—2)...pT 1 k=t ,
_(p+ )(2;;1:(]0) )P (p):k,H(PH)

" =0

On a donc prouvé que pour tout k € N, lim,,_,; o E[X*] = E[Z¥]. Par linéarité, pour tout polynéme
P, h‘InnﬁJroo E[P(Xn)] = E[P(Z)]

Etape 5 : Convergence en loi via Weierstrass.
Soit g : [0,1] — R une fonction continue. L’intervalle [0, 1] étant compact, le théoréeme d’approxi-
mation de Weierstrass assure que pour tout € > 0, il existe un polynéme P tel que ||g — P|lo < €.
Par I'inégalité triangulaire :

[Elg(Xn)] = Elg(2)]] < Ellg(Xn) — P(Xn)l] + [E[P(Xn)] - E[P(Z)]]| + E[[P(Z) — g(Z)]]
< e+ [E[P(Xn)] - E[P(Z)]| +¢

Puisque E[P(X,,)] =22 E[P(Z)], on obtient limsup,, ... |E[g(X,)] —E[g(Z)]| < 2¢. Ceci étant vrai
pour tout € > 0, on a lim, 1 E[g(X,,)] = E[g(Z)]. La suite (X,,) converge bien en loi vers Z.
Approfondissement et remarques

— Théoréme de Weierstrass : Son utilisation ici est le point d’orgue de la preuve. Le fait que
les variables soient a support compact est indispensable ; sur R tout entier, la convergence des
moments n’implique pas toujours la convergence en loi (probléeme des moments).



— Loi Béta : Entrainez-vous a jongler avec la fonction I' et la fonction Béta (définition par
intégrale, lien avec I'). Le jury pourrait vous demander de vérifier que B(p,1 — p) est bien
définie, ce qui demande de s’assurer de I'intégrabilité de t + tP~1(1 — )™ en 0 et en 1 (d’out
I’hypothese cruciale 0 < p < 1).

— Fonction Gamma (T') : Définie pour = > 0 par T'(z) = [;F* t*~le~!dt. 1l est fondamental
de savoir redémontrer que I'(x + 1) = zI'(x) (par intégration par parties) et que I'(n+1) = n!

pour n € N.
— Fonction Béta (B) : Définie pour x,y > 0 par B(x,y) = fol t7=1(1 — t)¥~1dt. Le lien avec la
fonction Gamma est donné par B(z,y) = Fp(gigy))

— Loi Béta Beta(p,q) : Sa densité est directement issue de la fonction Béta pour normaliser

l'intégrale a 1 : f(t) = B(;q) 271 (1 — £)97 W0 11(t). L'espérance vaut e

Recasage

— 209 : Approximation d’une fonction par des fonctions réguliéres. Exemples d’applications.
— 244 : Exemples d’études et d’applications de fonctions usuelles et spéciales.
— 261 : Loi d'une variable aléatoire : caractérisations, exemples, applications.

— 262 : Convergences d’une suite de variables aléatoires. Théorémes limite. Exemples et appli-
cations.

— 266 : Utilisation de la notion d’indépendance en probabilités.

Références

[Les+20] Didier LESESVRE et al. 131 développements pour [’oral : Agrégation externe Mathémati-
ques/Informatique. Dunod, 2020.

17 Optimisation dans un espace de Hilbert

Théoréme 1.33 (Existence d’'un minimum [IP21, p. 336]). Soit H un espace de Hilbert. Soit
J : H — R une fonctionnelle conveze, continue et coercive (c’est-d-dire lim 1o J(2) = +00).
Alors J admet un minimum sur H : il existe a € H tel que J(a) = inf,cp J(z).

Démonstration. Etape 1 : Coercivité et suite minimisante.
Soit (2 )nen une suite minimisante, c’est-a-dire une suite d’éléments de H telle que :

J(2n) 2252 inf J(z) € [—o0, +00]
reH
Montrons que la suite (z,,) est bornée. Raisonnons par l’absurde. Si (x,) n’était pas bornée, on
pourrait en extraire une sous-suite () telle que ||y ,)|| — +o00. Par coercivité de J, on aurait
alors J(zy(n)) — +00. Ceci contredit le fait que J(x,) converge vers un infimum (qui est majoré
par n’importe quelle valeur J(zg) < 4+00). La suite (z,) est donc bornée. Il existe M > 0 tel que
pour tout n € N, ||z, | < M.

Etape 2 : Extraction d’une sous-suite faiblement convergente.

Notons F' = Vect({z,, | n € N}). L’espace F est un sous-espace vectoriel fermé de H. Par construc-
tion, il contient une famille dénombrable totale, il est donc séparable. Il existe donc une suite (d;);en
dense dans F.

Construisons une extractrice diagonale. Pour ¢ = 0, par 'inégalité de Cauchy-Schwarz, |(dg, z,)| <
lldo||||xn|| < M]|dgl|. La suite réelle ({do, xn))n est bornée. Par le théoreme de Bolzano-Weierstrass, il
existe une extractrice g telle que ((do, xWO(n)>)n converge. Par récurrence, supposons ; construite.
La suite ({di+1, Typgo--o0p;(n)) )n €St Dornée, on peut extraire ;41 pour la faire converger. Posons alors




extractrice diagonale p(n) = @g o --- o n(n). Pour tout i € N, la suite ((d;, T,(n)))n est extraite
d’une suite convergente a partir d’'un certain rang, donc elle converge.
Montrons que pour tout u € H, la suite (<u,x¢(n)))n converge. Soit v € H. Puisque F est un

sous-espace fermé d’un Hilbert, on a H = F & F+. Ecrivons u = v+ w avec v € F et w € F*. Soit
e > 0. Par densité, il existe d; tel que |[v — d;|| < e. Puisque ((di, Z,(n))) converge, c’est une suite
de Cauchy : il existe N € N tel que pour tous p,q > N, [(di, Typ) — Ty(q))| < €. Evaluons alors :

|<U W, Typ(p) — Tp(g))|

(v, — Zo(q))| (car w € F* et ), € F)
’<U - d + dwxso(p) — Zy(q))|

v —di HHx @(q)” + ‘(di,x@(p) - %(q)ﬂ
<e(2M)+e= 5(2M+ 1)

(s Tp(p) — Tp(g))| =

IN

La suite réelle ({(u, T,(n)))n est de Cauchy dans R, elle converge. Notons f(u) sa limite. L’application
[+ H — R est linéaire (par passage a la limite). Elle est continue car |f(u)| < Hminf [Jul][|z,e) || <
M]||ul|. Par le théoréme de représentation de Riesz, il existe un unique a € H tel que f(u) = (u,a).
On a donc prouvé que z,,) — a (convergence faible).

Etape 3 : L’infimum est atteint en a.
Notons J* = infyep J(x). Soit f > J*. Définissons la ligne de sous-niveau Cg = {z € H | J(x) < }.
Puisque J est convexe, Cg est un ensemble convexe. Puisque J est continue, Cz est fermé (image
réciproque de | — oo, B]). Puisque J(zy(,)) — J* < 3, il existe un rang N tel que pour tout n > N,
J(2p(ny) < B. Donc pour n > N, 2y, € Cp.

Soit p : H — Cj la projection sur le convexe fermé Cz. Par caractérisation de la projection sur
un convexe fermé, pour tout z € Cg, on a :

(a —pla),z —p(a)) <0

En appliquant ceci a 2z = z ;) € Cp (pour n > N) :

<CL _p(a)’x@(n) _p(a)> <0

Passons a la limite quand n — +o0. Puisque 'application y — (a — p(a),y — p(a)) est une forme
linéaire continue (plus une constante), la convergence faible de x,,) vers a permet d’écrire :

(a—p(a),a—p(a)) <0 = [la—p(a)|* <0

Ainsi, a = p(a), ce qui prouve que a € Cg. On a donc J(a) < B. Ceci étant vrai pour tout
g > J* on en déduit que J(a) < J*. Or, par définition de l'infimum, J(a) > J*. Finalement,
J(a) = infyey J(z). Le minimum est bien atteint.

Approfondissement et remarques

— Extraction diagonale : Il est indispensable de justifier le procédé diagonal. On ne peut
pas simplement extraire une sous-suite pour un v € H, car 'extractrice dépendrait de u. Le
procédé diagonal sur une famille dense permet d’avoir une unique extractrice ¢ indépendante
du vecteur choisi.

— L’astuce de I’espace F' : Un espace de Hilbert quelconque n’est pas forcément séparable.
Restreindre 1'étude a ’espace F' = Vect(x,) (qui est séparable car engendré par une famille
dénombrable) est la méthode attendue pour contourner ce probléme et appliquer le procédé
diagonal.

— Théoréme de projection : L’utilisation de la caractérisation de la projection sur le convexe
Cp est une méthode élégante qui évite le recours explicite a la semi-continuité inférieure faible
de la fonctionnelle J.



Recasage

— 213 : Espaces de Hilbert. Exemples d’applications.
— 219 : Extremums : existence, caractérisation, recherche. Exemples et applications.
— 229 : Fonctions monotones. Fonctions convexes. Exemples et applications.

— 253 : Utilisation de la notion de convexité en analyse.
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18 Théoreme de projection sur un convexe fermé

Théoréme 1.34 (Projection sur un convexe fermé [Lil3, p. 32]). Soit H un espace de Hilbert (réel
ou complexe). Soit C C H un sous-ensemble conveze, fermé et non vide. Alors pour tout x € H, il
existe un unique y € C tel que :

o=yl = inf [}z — 2] = dist(z, C)

Ce point y est appelé la projection de x sur C, notée y = Po(x). De plus, cet élément y est caractérisé
par l'inéquation variationnelle suivante :

y=PFPo(zr) <= VzeC, Relr—y,z—y)<0

Démonstration. Etape 1 : Existence de la projection.

Soit € H. Notons d = dist(z,C) = inf,ec ||z — z||. Si 2 € C, alors d = 0 et y = x convient
trivialement. Supposons donc x ¢ C. Par caractérisation de la borne inférieure, il existe une suite
minimisante (y,)neny d’éléments de C' telle que pour tout n > 1 :

1
lz = ynl® < d® + ~
n

Montrons que (y,) est une suite de Cauchy en utilisant 'identité du parallélogramme : pour
tous u,v € H, |Ju+v|]? + |lu — v||* = 2(||ul|* + ||v||*). Appliquons cette identité avec u = x — y,, et
V=2 —Yp:

Iz = yn) + (@ = gp) I + 1z = yn) = (& = yp)I* = 2(l|z — yal® + [lz — 3 [I*)

Ce qui se réécrit :

1 1
22 = o+ )+l — ol <2 (4 4+ )

En factorisant par 2 dans le premier terme de gauche :

+ |2 1 1
o= By — gl < 4 2 (54 )
2 nop

Puisque C' est convexe et que y,,y, € C, leur milieu w € (. Par définition de d, on a donc

Hg; — w > d. L’inégalité devient :

1 1 1 1
Ad® + |lyp — ynl|* < 4d* +2 < + ) = lyp — ynll> < 2 < + )
n o p n . p

La quantité de droite tend vers 0 lorsque n,p — +o0. La suite (y,,) est donc une suite de Cauchy.
L’espace H étant un Hilbert, il est complet. La suite (y,) converge donc vers un élément y € H.
Puisque C est fermé et que (y,) C C, on a y € C. Par continuité de la norme, on obtient & la limite :

lo =yl = tim_ o=yl =d



L’existence est ainsi démontrée.

Etape 2 : Unicité de la projection.
Soient y1,y2 € C deux projections de  sur C. On a ||z — y1|| = ||z — y2|| = d. En appliquant de
nouveau 'identité du parallélogramme avec u =x —y1 et v=1o — yy :

Y1+ y2 |2 2 2 2\ _ 2 2N 412
Alle = LTI 4y — gl = 202 — P + 1o — gall?) = 2(d* + d2) = 4d

Puisque % eC,onad Haz — % ? > 4d?. 11 vient alors 4d? + ||y1 — y2||? < 4d?, ce qui implique
ly1 = y2[|* < 0. Done y1 = y».

Etape 3 : Caractérisation de la projection.
Sens direct (=) : Supposons que y = Px(x). Soit z € C. Puisque C est convexe, pour tout ¢ €]0, 1],
ona (l—t)y+tz=y+t(z—y) e C. Par définition de la projection, la distance de = & cet élément

est supérieure ou égale a la distance de z a y :

lz = (y + t(z = y)II> > ||z — y|”
En développant le carré de la norme (valable aussi dans le cas complexe) :
|z = yl|* = 2t Re(x —y, 2 — y) + £*]|z — y|* > [|lz — y|?

Ce qui se simplifie en :
—2tRe(z —y,z —y) +t°|z—y|* >0

En divisant par ¢ > 0, on obtient :
—2Re(x —y,z —y) +t]z —yl|* >0
En faisant tendre ¢t — 0, il reste —2Re(z —y, 2z —y) > 0, soit Re(x —y,z —y) < 0.

Sens réciproque (<) : Supposons qu'il existe y € C' tel que pour tout z € C, Re(z—y,z—y) < 0.
Soit z € C'. Calculons la distance de = a z :

lz = 2I* = ll(z = ») + (y — 2)|I”
= llz —yl* + lly — 2> + 2Re(z — y,y — 2)
= llz = yl* +lly — 2> = 2Re(z — y, 2 — )

Par hypotheése, —2Re(z — 3,z — y) > 0. De plus, ||y — 2||*> > 0. Ainsi :
lz = 2[1> > [|lz = y|?

Ceci étant vrai pour tout z € C, y minimise bien la distance a C, c’est donc la projection Po(z).

Approfondissement et remarques

Rappel visuel de ’identité du parallélogramme



— Projection sur un sous-espace vectoriel fermé : Le jury vous demandera systéma-
tiquement d’adapter la caractérisation si C' est un s.e.v fermé F. La condition devient :
y = Pp(z) <= y € Fetx—y € F. (Preuve rapide : on écrit Re{z —y,z —y) < 0
avec z =y +w et z =y —w pour w € F, ce qui donne Re(x — y, w) = 0, puis on multiplie w
par ¢ dans le cas complexe).

— Caractere 1-lipschitzien : Savoir prouver que ||Po(x) — Po(2')|| < ||z — /|| [Lil3, p. 34].
On utilise la caractérisation avec z = Pg(2’) pour x et z = Po(x) pour 2/, on somme les deux
inégalités et on applique Cauchy-Schwarz.

— Théoréme de représentation de Riesz [Lil3, p. 38] : Ce théoreme est le corollaire
fondamental direct de la projection sur un convexe (appliqué au noyau d’une forme linéaire
continue ¢). Soyez prét a le prouver : on montre d’abord que I’application de Riesz est une
isométrie [Lil3, p. 30], puis on prouve sa surjectivité [Li13, p. 39]. On prend v € (ker )+ \ {0},

et pour tout x € H, le vecteur = — %v € ker . En prenant le produit scalaire avec v, on

p(v)
[]|?

isole p(z) = (x,a) avec a =

V.

Recasage

— 205 : Espaces complets. Exemples et applications.

— 228 : Continuité, dérivabilité des fonctions réelles d’une variable réelle. Exemples et applica-
tions. (Via des applications en optimisation ou approximation).

— 235 : Problémes d’interversion de symboles en analyse. (Si lien avec I’espace L?).

— 246 : Séries de Fourier. Exemples d’applications. (Via la projection sur les polynémes trigo-
nométriques dans L?).
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19 Résolution d’une équation différentielle par les séries entieres

Proposition 1.35 ([Danl3, p. 538]). Soit w € R*. Considérons l’équation différentielle suivante
sur I =RY ou R* :
(E) :zy + 2y —wPzy =0

L’espace vectoriel des solutions de (E) sur I est de dimension 2 et est donné par :

Si(E) = {x . )\sinh(waﬁ) N Mcosh(wa:) ‘

A€ R}
x
Démonstration. Etape 1 : Recherche d’une solution développable en série entiére.
Cherchons une solution particuliére de (E) sous la forme dune série entiére. Posons f(z) = 3720 a,z"
de rayon de convergence R > 0. Sur | — R, R[, on peut dériver terme a terme. Injectons f dans le
membre de gauche de (E) :

+o0
zf"(x) + 2f'(z) — Prf(zx) =z Z n(n — 1)ap,z™ 2 + 2 Z naz" "t — wl Z anx”
n=0

n=1
“+o0

“+oo —+00
= Z n(n — 1a,z™ + Z 2napx™t — Z wla,z"
n=0

n=2 n=1



Effectuons des changements d’indices pour n’avoir que des puissances z"

—+00

_Z +1nan+1x +Z2n+1an+1x ZUJ Qp— 1$
n=0

En isolant le terme correspondant a n = 0, on obtient :

+o0
af’(x) +2f (x) —waf(z) =201 + Y ((n +2)(n+ Dap+1 — wQan_l) z"

n=1

La fonction f est solution de (E) si et seulement si tous les coefficients de cette série entiere sont
nuls (par unicité du développement en série entiére de la fonction nulle). On obtient le systéme
suivant :

ap = 0

Yn>1, apt1= 2

W .
(n+1)(n+2) “n—1
Par récurrence immeédiate, puisque a; = 0, tous les termes de rang impair sont nuls : agpy; = 0.

azp—2. En déroulant la récurrence :

. OJ2
Pour les termes de rang pair, on a ag, = 2 pTT)

w? w? w? w?P

Q. = X X« X an = a
T op2p+ 1) (2p-2)2p—1) 2x3°0 " (2p+ 1)

Le rayon de convergence de cette série est R = 400 (par le critere de d’Alembert). On en déduit
I’expression de f pour tout x € R :

+o0 2p
=a0 ) ——T
pz:;) (2p+1)!

Pour faire apparaitre une fonction usuelle, on multiplie par wx :

2p+1
wxf(x) =ag Z (we) = ag sinh(wz)

sinh(wx) . . . N
—— - est une premiere solution particuliere non

Ainsi, en posant ag = w, la fonction yg : z —
nulle de (E) sur R*.

Etape 2 : Recherche d’une seconde solution (Variation de la constante).
Pour trouver une seconde solution linéairement indépendante cherchons sur I une solution de la

forme y(x) = yo(x)z(x). Dérivons : ¢’ = ypz + yoz’ et ¥’ = yiz + 2y(2" + yoz”. Injectons dans (E) :
z(yoz + 2uh2" +yo2") + 2(yhz + yo2') — wrayoz = 0
Regroupons les termes en z :

(xyo + 2y — w2xy0) +ayo2” + 2zyp2 + 2y02’ =0

=0 car yo est solution

L’équation devient zypz" +2(xyy+yo)z’ = 0. En posant Z = 2/, on obtient une équation différentielle
d’ordre 1 séparable :
Yo 1
7= -2 ( + ) Z
Yo X

Etape 3 : Résolution et conclusion.

Une primitive de z — —2 (gggg + %) est x — —2In|yo(x)| — 2In|z| = In (m) Les solutions

pour Z sont donc de la forme :

K K
Z(x) = 0@ = s () avec K € R




Prenons K = —w. On a 2/(z) = Z(x) = m On reconnait une dérivée classique : une primitive
est z(x) = g?jﬁ((gg)) On obtient ainsi une seconde solution y; définie par :

yi(z) = yo(z)2(z) = sinh(wz) cosh(wz)  cosh(wx)

r  sinh(wz) x

L’équation (E) mise sous forme résolue est y” + %y/ —w?y = 0. C’est une équation différentielle
linéaire homogene du second ordre. Sur Uintervalle I (ou = # 0), le théoréeme de Cauchy-Lipschitz
linéaire assure que ’ensemble des solutions est un plan vectoriel. Les solutions yg et y; sont non
proportionnelles (car leur rapport est x — coth(wz) qui n’est pas constant). Elles forment donc une
base de I’espace des solutions, ce qui acheve la démonstration.

Approfondissement et remarques

— L’astuce magique du changement de variable : Le jury posera a coup siir cette question :
"Auriez-vous pu résoudre cette équation beaucoup plus rapidement sans les séries entiéres ?"
La réponse est oui! Il suffit d’effectuer le changement de fonction inconnue u(x) = zy(z).
On a alors y(z) = @, y'(z) = # — % et y'(z) = ul;gx) — 2";9) + 22(33:). En injectant
dans l’équation initiale : xy” + 2y’ = u”. L’équation (E) devient instantanément u”(z) —
w?u(z) = 0. Les solutions sont u(x) = Asinh(wz) + pcosh(wz), ce qui redonne la forme de
y(z) immédiatement. Ce développement a pour but principal d’illustrer la méthode des séries

entieres, mais connaitre ’astuce est fondamental.

— Origine de I’équation : Cette équation correspond a la partie radiale de 1’équation de
Helmholtz Af + k%2f = 0 (ou équations d’ondes) en dimension 3 avec symétrie sphérique.
L’opérateur laplacien radial s’écrit A, f = f” + % 1.

— Raccordement en zéro : Attention, le théoreme de Cauchy-Lipschitz ne s’applique pas sur R
tout entier car le coefficient devant y” s’annule en 2 = 0. Le jury demandera souvent s’il existe
des solutions définies sur R. En faisant un développement limité en 0, on voit que y(x) ~ W
Pour que la solution soit prolongeable par continuité en 0, il faut impérativement p = 0.

: . . , inh
L’espace des solutions sur R est donc de dimension 1, engendré par = w

Recasage

— 220 : Illustrer par des exemples la théorie des équations différentielles ordinaires.

— 221 : Equations différentielles linéaires. Systémes d’équations différentielles linéaires. Exemples
et applications.

— 243 : Séries entieres, propriétés de la somme. Exemples et applications.
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20 Théoreme de Riesz-Fischer (Complétude de L)

Théoréme 1.36 (Riesz-Fischer [Rud98, p. 83]). Soit (X, T, u) un espace mesuré. Pour tout p €
[1,+00], 'espace LP(X, ) muni de sa norme usuelle || - ||, est un espace de Banach (espace vectoriel
normé complet).

Démonstration. Soit (fn)nen une suite de Cauchy dans LP(X, pu). Traitons la démonstration en
séparant le cas fini et le cas infini.

Cas 1 <p<+4o0:

Etape 1 : Extraction d’une sous-suite et construction d’un majorant.
Puisque (f,) est de Cauchy, on peut extraire une sous-suite (fy, )ren telle que pour tout k € N :

1
ank+1 - fnka < ?

Considérons la suite de fonctions positives (gx)ren définie par :

k

9k = Z ‘fni+1 - fm|

=1

Par I'inégalité de Minkowski, on peut majorer la norme de gy, :

k k 1 +o00 1
Hngp: i+1 _fm| SZani+1 _fnszSZ? 227
p =1 i=1 i=1
Posons g = Y2 | fn, +1 — fn;|- La suite (gx) est une suite croissante de fonctions mesurables positives

qui converge simplement vers g. Par le théoréeme de convergence monotone (ou théoréme de Beppo-
Levi) appliqué & la suite (g}) :

/Xgpd,u =/, khrf grdp = hm / grdp = hm lgrllb <1
Ainsi, g € LP(X, p).

Etape 2 : Convergence simple presque partout.
Puisque [y gPdp < 400, la fonction g est finie presque partout. Il existe donc un ensemble mesurable
A €T tel que pu(A°) = 0 et pour tout = € A, g(x) < +o00. Pour x € A, la série 3 (fn,.,(x) — fn,(z))
est absolument convergente, car Y |fpn,,, (%) — fn,(2)| = g(x) < +o00. Puisque R (ou C) est complet,
I’absolue convergence entraine la convergence de la série. Or, il s’agit d’une série télescopique :

k
fnk+1(x) - fnl ((L‘) + Z(fnz+l(x) - fm(x))

i=1

La suite (fy, (x)) converge donc pour tout « € A. Posons la fonction f définie par :

li n 3i A
flz) = imy s 4 oo [y () 5? x €
0 six € A°

La fonction f est mesurable en tant que limite simple presque partout de fonctions mesurables, et
frn 255 .

Etape 3 : Convergence en norme LP.
Il reste & vérifier que f € LP et que f, — f dans LP. Soit ¢ > 0. La suite (f,,) étant de Cauchy, il
existe N € N tel que pour tous m,ng > N, ||fn, — fmllp < €. Fixons m > N. La suite de fonctions
(Ifn, — fm|?)ken converge presque partout vers |f — fp,|P. D’apres le lemme de Fatou :

/ ‘f — fm|Pdp < liminf/ ‘fnk — fm|Pdp < €P
X k—+o0 JX



Donc pour tout m > N, ||f — fmllp < e. Ceci montre a la fois que (f — fmn) € LP (et donc
f=(f—fm)+ fm € LP car LP est un espace vectoriel), et que fy, L% f. Lespace LP(X, 1) est
donc complet.

Cas p=+o0:

Soit (f,) une suite de Cauchy dans L°°(X,u). Notons les ensembles suivants ou les normes
essentielles sont dépassées :

Ay ={z € X | [fi(@)] > [[fxllc} pour k€N
Bnm =A{r € X [ [fa(z) = fm(@)] > |fn = fimlloc} pourn,meN

Par définition de la norme infinie essentielle, ces ensembles sont de mesure nulle. Posons E =
(Uren 4k) U (Un’meN Bmm). L’ensemble E est de mesure nulle en tant quunion dénombrable d’en-
sembles de mesure nulle.

Pour tout = € E€, et pour tous n,m € N, on a |f,(z) — fm(2)| < ||fn — fimllco- Puisque (fn)
est une suite de Cauchy dans L*°, la suite de fonctions (f,) est uniformément de Cauchy sur E°.
L’espace d’arrivée R (ou C) étant complet, (f,,) converge uniformément sur E° vers une fonction f.
On prolonge f par 0 sur E. La fonction f est mesurable. De plus, la convergence uniforme sur E*¢
entraine que pour tout £ > 0, il existe N tel que pour n > N et x € E, |f,(z) — f(x)| < e. En
fixant un tel n, on a sur E¢: |f(x)| < [fu(x)|+€ < || fnlloo +€ < +00. Donc f est bornée sur E¢, ce
qui implique f € L*™(X, ). Enfin, 'inégalité |f,(z) — f(z)| < € sur E€ montre que || f, — flloc < &
pour n > N. Ainsi, f, L=, f. L’espace L™ est donc complet.

Approfondissement et remarques

— Fatou plutét que Beppo-Levi : L’utilisation de 'inégalité triangulaire "infinie" justifie
I’étape 1. Comme souligné dans vos notes, on peut également utiliser le Lemme de Fatou pour
cette premiere étape sur les normes, bien que ’approche par Beppo-Levi soit plus intuitive ici
car on somme des termes positifs.

— Mesurabilité : Rappelez-vous que la limite simple, la limite supérieure ou la limite inférieure
d’une suite de fonctions mesurables est mesurable. C’est ce qui justifie que la fonction f
construite aux étapes 2 et dans le cas infini fait bien partie de I’espace mesurable.

— La réciproque a I’extraction : On démontre en cours de route un résultat tres classique et
utile : "Si (fy,) converge vers f dans LP, alors il existe une sous-suite (fp,) qui converge vers
f presque partout’. (Ici on montre d’abord la c¢v p.p. d’une sous-suite pour en déduire la cv
LP car on part de Cauchy, mais le résultat intermédiaire reste vrai).

Recasage

— 201 : Espaces de fonctions. Exemples et applications.
— 205 : Espaces complets. Exemples et applications.
— 234 : Fonctions et espaces de fonctions Lebesgue-intégrables.

— 241 : Suites et séries de fonctions. Exemples et contre-exemples.
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21 Formules de Wallis et de Stirling

Théoréme 1.37 (Formules de Wallis et de Stirling [Goul4, p. 130, 219]). On dispose des deux
résultats asymptotiques suivants :

1. Formule de Wallis :
1 2n(2n —2)...2

W Gn = 1)(@n—3). 1 =V

n
n
n!  ~ 2mn ()
n—-+oo e

Démonstration. Etape 1 : Intégrales de Wallis et équivalent.

2. Formule de Stirling :

Pour n € N, on pose I, = fgr/Q sin"(x)dr. On a Iy = § et Iy = 1. Pour n > 2, effectuons une

intégration par parties :

w/2
I, = / sin(z) sin ! (z)dz
0

/2

= {— cos(x) sin”_l(m)}o +(n—-1) /07T/2 cos?(z) sin" % (z)dz

w/2
—0+(n— 1)/0 (1 — sin(z)) sin™ 2(z)de
=mn—-1)I—2—(n—1)1,

On en déduit la relation de récurrence fondamentale : nl, = (n —1)I,—2. Multiplions cette relation
par I,_1:
nInIn—l = (n - 1)In—IIn—2

La suite (nl,I,—1)n>1 est donc constante. Son premier terme (pour n = 1) vaut 1 x Iy x I = 3.
Ainsi, pour tout n > 1, I I, 1 = 5.

D’autre part, pour tout x € [0,7/2], on a 0 < sin(z) < 1, donc sin"*!(z) < sin”(z) < sin®1(z).
En intégrant, on obtient I,,11 < I, < I),—1. En divisant par I,,_1 (qui est strictement positif) :

I 1 -1 1,

n+1 < n <1 — n < n <1

Iy n—1 n I
Par le théoreme des gendarmes, lim, Ii—fl = 1, cest-a-dire I, ~ I,_1. On en déduit que
2~ 10, = 5, et done I, ~ /5.

Etape 2 : Formule de Wallis.

_ 1 2n(2n-2)..2 . , .
Notons «a;, = T Bn—1)(2n—3).1" Calculons I, avec la relation de récurrence :

2n—1 2n—-1)2n—-3)...1 1
Iopg="--= Iy = —
2n(2n —2)...2 Vnag, 2

IQn =

™

Puisque Iop ~ /7,

on a :

1 «© 7 v N3

Jnon 2 2vn 20, 2

La suite (a,) converge donc bien vers /. Remarquons au passage qu’en multipliant le numérateur
et le dénominateur de o, par 2n(2n — 2)...2 = 2"nl, on obtient la forme treés utile :

Qp

= Un ()l



Etape 3 : Formule de Stirling (2 une constante prés).
Posons u,, = W pour n > 1. Montrons que cette suite converge. Introduisons la série de terme
général v, = In(upy1) — In(uy).

o —1n (n+1)! n"e "\/n
" (n+ 1)ntle=(rtD)/n+1  nl

n \" n
=1 1
(e (7))
—(n+1/2)
:ln<e(n+1> >:1—<n+1>ln<1+1>
n 2 n
Effectuons un développement limité a l'ordre 3 de In(1 + ) pour x = 1/n :
1\ /1 1 1 1
L =1— Sl I (e
v (r+3) (G- 33+ 350 (1))
1 1 1 1 1
=1-(l1-—+-—+——-—5+0|—=
( 2n+3n2+2n 4n2+ <n3))
1 1 1 1
—1‘<1+12n2+0<ns>)—‘unzW(ns)

On a donc v, = O ( ) Par comparaison aux séries de Riemann, la série Y v, converge absolument.

Or, la somme partielle est télescopique : >3~ 1 vy = In(uy,) —In(uy). La suite (In(uy,)) converge donc
vers un réel L. Par continuité de I’exponentielle, la suite (u,,) converge vers une constante k = e’ > 0.
On a donc u, ~ k, c’est-a-dire n! ~ ky/nn"e ™.

Etape 4 : Détermination de la constante k.
Pour déterminer k, injectons notre équivalent de n! et de (2n)! dans expression (x) de a, :

122(nh)? 1 2% (ky/nnle —n)?
Vi @)l T i ky2n(2n)2re2n

Qp —

En développant les carrés :

1 22 2 p2n e —2n k2n k
O[n ~ —— = = —

VN ky/2/n22n2ne=2n  k\/2n /2

Puisque nous avons prouvé a 1’étape 2 que a,, — /7, par unicité de la limite on a :

k
ﬁ:ﬁﬁ k=+2r

Ce qui prouve définitivement la formule de Stirling.

Approfondissement et remarques

— Le développement asymptotique : Le jury demande souvent d’aller un cran plus loin, a
savoir prouver que n! = v/2wn (%)n (1 + ﬁ +o0 (%)) L’équivalent en O(1/n?) trouvé pour
v, permet justement, par sommation des restes, d’obtenir ce développement tres fin.

— Rigueur sur le DL : Attention a bien pousser le DL de In(1 4+ 1/n) a l'ordre 3 (donc en
1/n3). Si vous vous arrétez a l'ordre 2, le terme en 1/n? obtenu par multiplication avec le
"1/2" ne se compensera pas correctement et vous ne prouverez pas que le reste est en O(1/n?).
C’est le piege classique de ce développement.

— Lien avec la loi normale : La constante /27 fait le lien avec la loi normale. 11 est d’ailleurs
possible de démontrer Stirling de maniere probabiliste en appliquant le Théoreme Central
Limite (ou plutot le théoreme local) & une somme de variables aléatoires suivant une loi de
Poisson de parametre 1. C’est une question de culture mathématique tres appréciée.



Recasage

— 223 : Suites numériques. Convergence, valeurs d’adhérence. Exemples et applications.
— 224 : Exemples de développements asymptotiques de suites et de fonctions.

— 236 : Hlustrer par des exemples quelques méthodes de calcul d’intégrales de fonctions d’une
ou plusieurs variables.
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22 Comportement asymptotique d’une suite définie par récurrence

Proposition 1.38 ([BB18]). Soit b > 0 et f : [0,b[— R une fonction vérifiant :
(i) f est continue et strictement croissante.
(i) Pour tout x €]0,b[, f(z) <z et f(0) = 0.

(iii) Il existe A > 0 et r > 1 tels que f(x) =z — A" + o(z") au voisinage de 0.

Alors, pour tout ug €]0,b[, la suite définie par la relation de récurrence un+1 = f(u,) converge vers
0 et vérifie I’'équivalent asymptotique suivant :

1
" b0 (1 — 1)An) T

Théoréme 1.39 (Application & u,41 = arctan(uy)). Soit ug > 0. La suite définie par uny1 =
arctan(uy,) admet le développement asymptotique suivant :

3 3v/3 In(n) (ln(n))

U=\ T a0va e\

Démonstration. Etape 1 : Convergence de la suite (cas général).
La fonction f vérifie f(x) <  sur ]0,b[. Par conséquent, on a up+1 = f(un) < un, la suite (uy,) est
donc strictement décroissante. De plus, par récurrence immédiate, on montre que w, €]0,b[ pour
tout n. En effet, ug €]0,0[, et si u, €]0,b[, comme f est strictement croissante et f(0) = 0, on a
0= f(0) < f(un) < f(b) donc up41 €]0,b[. La suite (u,) est décroissante et minorée par 0, elle
converge donc vers un réel ¢ € [0, b[. Puisque f est continue, par passage a la limite dans la relation
de récurrence, on a f(¢) = £. D’aprés ’hypothese (ii), la seule solution de cette équation dans [0, b]
est £ = 0. Donc u,, — 0.

Etape 2 : Equivalent asymptotique (cas général).
Puisque u,, — 0, on peut utiliser le développement limité de f :

Uni1 = Up — Ml +0(u”) = up(1 — Mt + o(ul 1))

Pour faire apparaitre une constante, on éleve cette expression a la puissance 1 — 7 (ce qui est licite
car u, > 0) :

ulZh = k(= g o)

On utilise le développement limité (1+2)* = 1+az+o(x) avec x = —Aul, t+o(ul Heta=1—r:

= up " (1= (=) o(up )
=ul"+ (r = DA+ 0(1)
Ainsi, u; 77 —ul™" — (r — 1)A. Par le lemme de Cesaro (ou sommation d’équivalents de signe
constant), on obtient :

1 n—1
- 1—-r _ 1—r .
- g(ukﬂ u, ") njoo (r—=1)A

1—r

1=
La somme étant télescopique, on a % — (r—=1)\. Comme ug est constant, on en déduit que
ul™" ~ (r — 1)An. En élevant & la puissance l—ir, on obtient finalement :

1 1
Up ~ ((r=DAn)T7 = — ———
((r—=1)An)71

Etape 3 : Application a I’arc tangente (Premier terme).
La fonction f = arctan vérifie bien les hypotheses sur [0, +oo[. Son développement en 0 est



arctan(z) = x — % + %5 + o(z°). On identifie A = 1 et r = 3. D’apreés le résultat précédent,
on obtient directement I’équivalent :

1 1 3

unr\.; =

(B-Dxime (372 Von

Etape 4 : Terme suivant du développement asymptotique.

Pour obtenir le terme suivant, on va étudier la différence u;il — 2.

On éleve a la puissance —2 avec un DL poussé a 'ordre 2. Rappelons que (1+2)2=1-2z+
2 4
322 4 o(2?). Iei z = =" + 2 + o(u;). Le terme 2% donne " + o(ul).

2 4 4
uply = uy? (1 —2 <—1;” + 1?) +3 <u9"> + o(uﬁ))

2 2 1
(1+ “u2 — Sl 4 Sk +o(u ))

3 53"
2, 2 1 +o(u2)
= - — —u? 4 o(u
3 15"
Posons z, = u, 3, — uy? — 2. On a T, = —i=ul + o(u2). Puisque u,, ~ /5=, on a u2 ~ 2. On
en déduit que x,, ~ —1—15% = 10 . La série Y x, est a termes de signe constant (négatif) a partlr

d’un certain rang et diverge (comparaison a la série harmonique). Par le théoréeme de sommation
des relations de comparaison :

ka :Zi( 1ék> _%m(”)

Or la somme est télescopique : Ek 1%k = Uy, ~2 u1_2 — @ Ainsi, u;? — 2 ~ ——ln( ). On
peut donc écrire u,? = 2 — & In(n) + o(In(n ))
Il ne reste plus qu’a prendre la racine carrée inverse de cette expression :

Uy = <2;l — % In(n) + o(ln(n))> o

E (3 )

En utilisant le développement (1+z)~4/2 =1~ 1z + o(x) :

0, = 23 (1 n folnin) ‘o <ln7(ln)>)
N % " 430\551:\(} (hl n))

Ce qui donne bien le développement asymptotique cherché.

Approfondissement et remarques

— Heuristique de l’exposant (Recherche au brouillon) : Comment avoir 'idée de chercher

1—r 9 LB . Un4+1—Un
la limite de un 1 — uy "7 On peut I'approcher de maniere continue en posant —*5—" =~

y'(t), ce qui donne I'équation différentielle y’ = —A\y". En séparant les variables, 5—; = =\
En intégrant, on obtient yll%: = — Mt + C, cest-a-dire y'™" o (r — 1)At. En temps discret,
I’équivalent de la dérivée de la puissance 1 — r est la différence u};ﬁ —ul=" qui doit donc

converger vers la constante (r — 1)A.



— Théoréme de sommation des relations de comparaison : Ce théoréme est absolument
central dans ce développement. Il stipule que si a,, ~ b, et que ces suites sont de signe constant
avec ». b, divergente, alors les sommes partielles sont équivalentes : Y p_jar ~ > p_q bg.
C’est une généralisation du lemme de Cesaro, indispensable pour intégrer rigoureusement

54 : 1
I'équivalent z, ~ — 35—

Recasage

— 218 : Formules de TAYLOR. Exemples et applications.
— 223 : Suites numériques. Convergence, valeurs d’adhérence. Exemples et applications.

— 224 : Exemples de développements asymptotiques de suites et de fonctions.

— 226 : Suites vectorielles et réelles définies par une relation de récurrence upi1 = f(uy).
Exemples.
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23 Théoreme de Cauchy et analyticité des fonctions holomorphes

Théoréme 1.40 (Cauchy triangulaire / Lemme de Goursat [QQ17, p. 101]). Soit Q un ouvert de
C. Soit A un triangle plein (bords et intérieur) inclus dans Q2. Si f € H(K), alors :

f(z)dz=0
0A
Démonstration. Posons I = [, f(z)dz. Subdivisons le triangle A en quatre petits triangles 11, 15, T3,
Ty en reliant les milieux des cotés de A. En orientant tous les bords de ces petits triangles dans le
sens trigonométrique, on remarque que les intégrales sur les segments intérieurs se parcourent deux
fois dans des sens opposés et s’annulent. Ainsi :

4
I= ; - f(z)dz

Par I'inégalité triangulaire, [I| < 374, ‘ Jor, f (z)dz’ Il existe donc au moins un de ces triangles, que
) I
I’on notera Aq, tel que ‘fam f(z)dz‘ > ‘4—|.

En répétant ce procédé récursivement sur Aj, on construit une suite de triangles emboités
ADALD---DA, D... vérifiant :

1]

>
_4n

‘/aAn f(z)dz

Notons L le périmetre de A et d son diametre (la longueur de son plus grand c6té). Par construction
(homothétie de rapport 1/2), on a L(0A,) = £ et diam(A,,) = %. La suite (Ay)nen est une suite
décroissante de compacts non vides dont le diametre tend vers 0. D’apres le théoreme des compacts
emboités, leur intersection est réduite a un unique point zg € A C Q.
Puisque f est holomorphe en zg, elle admet un développement limité a ’ordre 1 en ce point :
F(z) = F(0) + (2 = 20)f (20) + (= = )elz) avec Jim e(z) = 0

La fonction z — f(z0) + (2 — 20)f'(20) admet une primitive évidente sur C (qui est z — f(20)z +
2
@ f'(20)). L’intégrale de cette partie sur la courbe fermée dA,, est donc nulle. Il reste :

/8An f(z)dz = /8An(z — 2p)e(z)dz

Soit n > 0. Puisque 29 € A, pour tout z € A, on a |z — 2| < diam(A,,) = 4. Puisque £(z) — 0
en zg, pour n assez grand, sup,coa. |€(2)| < 1. On peut alors majorer 'intégrale :

L d Ld
N (z)dz| < L(0A,) x Zzggn |(z — 20)e(2)| < on X gm XN=
En combinant ceci avec la minoration issue de la construction, on obtient LLJ < %77, d’ou |I| < Ldn.

Ceci étant vrai pour tout 7 > 0, on a nécessairement I = 0.




Théoréme 1.41 (Théoreme de Cauchy sur un convexe). Soit Q un ouvert convere de C. Soit
f € H(RQ). Alors f admet une primitive sur Q. En particulier, pour tout lacet fermé ~ dans €,

[, f(z)dz = 0.

Démonstration. Fixons a € Q. Pour tout z € Q, le segment [a, 2] est inclus dans © (par convexité).
On définit F(z) = f[a’z] f(w)dw. Soit z € Q et h € C* assez petit pour que z+ h € Q. Le triangle de
sommets (a, z,z + h) est entierement inclus dans 2. D’apres le théoreme de Cauchy triangulaire :

/ f(w)dw + f(w)dw + fw)dw =0
[a,z] [z,2+h] [z+h,a]

On en déduit que F(z + h) = F(2) = [, .4 f(w)dw. Etudions le taux d’accroissement de F :

F(z+4+h) — F(z) 1 1 _ 1 B
; G =g L, T /[ . RO

Soit € > 0. Puisque f est continue en z, pour h assez petit, si w € [z,z + h], alors |w — z| < |h], ce
qui implique |f(w) — f(2)] < e. En majorant l'intégrale :
‘F(z +h) — F(2)
h

1| < gy Il xe =

Ainsi, limy,_o w = f(z). F est holomorphe sur Q et F/ = f. F est bien une primitive de f.

Le fait que I'intégrale sur un lacet fermé soit nulle est une conséquence directe de I'existence d’une
primitive.

z+h

a

Théoréme 1.42 (Cauchy local & Formule de Cauchy). Soit Q un ouvert de C. Soita € Q et r >0
tel que le disque fermé D(a,r) C Q. Notons y(t) = a + re' pour t € [0,2x] le bord du disque. Pour
toute fonction f € H(QY) et tout point z € D(a,r) :

f(z)= 1/7 f(w) dw

2im Jyw — 2
Démonstration. Fixons z € D(a,r). Considérons la fonction g définie sur Q par :
fw)=fz)
S siw #
glw) =9, . ’
f'(z) siw=z

La fonction g est holomorphe sur Q\ {z} et continue en z. Sur le disque ouvert D(a,r’) (avec 1’ > r
tel que D(a,r’) C ), qui est convexe, un corollaire du théoreme de Cauchy convexe (Goursat
s’appliquant méme avec un point exceptionnel ou la fonction est continue) assure que 'intégrale de
g sur tout lacet fermé est nulle. En particulier sur -y :

O—/ /f R :Lde—f(z)Lwizdw

= 2im (car z est a l'intérieur du cercle). D’ou

Or, un calcul classique d’i

f(z) x 2im = fv p Zdw, ce qui prouve la formule.



Corollaire 1.43 (Analyticité). Toute fonction holomorphe sur Q est analytique sur Q.

Démonstration. Reprenons les notations précédentes. Pour w € v (donc |lw—a| =r) et z € D(a,r) :

I 1 1 1
w—z (w—a)—(2—a) w-al—Z2
Puisque |Z=%| = @ < 1, on peut développer en série géométrique :

I | f(z—a)"_io (z—a)"
w—2z w—a‘“—~\w—-a) “— (w—a)"t!

n=0 n=0
En multipliant par f(w) qui est continue donc bornée sur le compact 7, la série de fonctions (en
la variable w) Y %(2 —a)" converge normalement, donc uniformément, sur . On peut ainsi

intervertir I'intégrale (de la formule de Cauchy) et la somme :
1 = (z—a)"
- S
6 =g [ <n§::0f(w) o ay )

= JFXO:O <2@17r L (G i(:))nﬂ dw> (z—a)"

n=0

=cp,

La fonction f est donc développable en série entiére au voisinage de tout point a € 2, elle est bien
analytique.

Approfondissement et remarques

— Prolongement du théoréme de Cauchy : Dans la preuve du théoreme de Cauchy local,
on utilise le fait que Cauchy convexe reste vrai pour une fonction holomorphe sur Q \ {z}
et continue en z. C’est une question ultra-classique du jury. Il suffit de refaire la preuve de
Goursat : si le triangle A,, ne contient pas z, 'intégrale est nulle. S’il contient z, on majore
brutalement [, g(w)dw par L(OA,) x supa |g|, et comme L — 0, I'intégrale tend vers 0.

— Le Graal de I’analyse complexe : Ce cheminement est la clé de voiite de toute I’analyse
complexe. D’une simple notion de dérivabilité, on obtient, via la géométrie et I'intégration,
que la fonction est indéfiniment dérivable (analytique).

Recasage

— 230 : Séries de nombres réels ou complexes. Comportement des restes ou des sommes partielles
des séries numériques.

— 241 : Suites et séries de fonctions. Exemples et contre-exemples.
— 243 : Séries entieres, propriétés de la somme. Exemples et applications.

— 245 : Fonctions holomorphes et méromorphes sur un ouvert de C. Exemples et applications.
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Chapitre 2

Algebre

24 Formule de Burnside et Théoréme de Dixon

Théoréme 2.1 (Formule de Burnside [Berl2, p. 133]). Soit G un groupe fini agissant sur un
ensemble fini E. Nous notons I' I’ensemble des orbites de l’action de G sur E. Nous avons :

IT| = Z | Fix(g)
ou Fix(g) ={z € E| g -z =ua}.

Démonstration. Nous allons calculer le cardinal de ’ensemble C' = {(g,2) € G X E | g-x =z} de
deux manieres différentes pour obtenir le résultat.

Premiére maniére (en sommant sur E) : Nous pouvons écrire C' comme une union disjointe
indexée par les éléments de E :

C= U{(g,$)|g€Getg-x:x}: U Stab(z) x {x}

zel zeE

Le cardinal de C vaut donc :

IC| =) |Stab(z)| x 1

el
D’apres le théoréme orbite-stabilisateur, pour tout = € E, nous avons | Stab(z)| = %. Ainsi :
G|
c G
1= 2 (G~ ’Z\Orb
Puisque les orbites forment une partition de F, nous avons E = ||, rw. Nous pouvons donc

regrouper la somme par orbites :
Ol =G> Z =G| Y lwlx — =1G] Y 1=]G|[T]
wGerw wel’ wel

Seconde maniére (en sommant sur () : Nous pouvons également écrire C' comme une union
disjointe indexée par les éléments de G :

C=Ulga)lzeEetg-z=a}=J{g} x Fix(y)

geG geG

Le cardinal de C vaut alors directement :

C =) |Fix(g)

geG

En égalisant les deux expressions obtenues pour |C|, nous déduisons :

|G||T| = Z |Fix(g)] = |I'| = |G| Z | Fix(g)

geG geG

67



Théoréme 2.2 (Théoréme de Dixon [Les+20]). Soit G un groupe non abélien, fini d’ordre n. Nous
notons k le nombre de classes de conjugaison de G, et p(G) la probabilité que deuz éléments tirés
uniformément et indépendamment dans G commutent. Alors :

3\??
oo | Ot

p(G)=—-<

Démonstration. Etape 1 : Expression de p(G) et lien avec les classes de conjugaison.
Par définition, la probabilité que deux éléments commutent est :

p(G) = !GI2 {(2.9) € G| 2y = ya}|

La condition xy = yx équivaut a y € C(x) (ou Cg(x) désigne le centralisateur de x). Nous pouvons
donc réécrire :

p(G) =GP Z\{yEG\wy—yw}! Z!CG

zeG zeG

Etablissons que p(G) = % Faisons agir G sur lui-méme par conjugaison : g - x = gxg~'. Pour
cette action, les orbites sont exactement les classes de conjugaison. Le nombre d’orbites est donc
IT'| = k. De plus, pour un élément g € G, I'ensemble de ses points fixes est :

Fix(9) ={z € G |g-z=a} ={r € G |gag ' =2} = {z € G| gz = 2g} = Cc(g)

En appliquant la formule de Burnside a cette action :

]G\ Z|le Z|CG

geG geG

k=[] =

Nous en déduisons immédiatement que :

k k

5 ot (5 ) =

2eG | e G| n
Etape 2 : Majoration de p(G).

Nous allons découper la somme intervenant dans p(G) en séparant les éléments du centre Z(G) des

autres :

p(G)=‘G12( > |Ca(x)| + Z( )ICG(x)I)

2€Z(G) 2€G\Z(G

Siz € Z(G), par définition, x commute avec tous les éléments de G, donc Ci(x) = G, et |Co(x)| =
|G|. Si x € G\ Z(G), alors Cg(x) est un sous-groupe de G strictement inclus dans G. D’apres le
théoreme de Lagrange, l'indice [G : Cg(x)] divise 'ordre de G et est strictement supérieur & 1, donc
[G : Cg(x)] > 2. Ceci implique que |Cg(x)] < |G|

Nous obtenons la majoration intermedlalre

G G 1 1
o< Y e+ Y Dozl (- izonS = Lizoe + e
2€Z(G) 2€C\Z(G)

Etape 3 : Estimation de I’indice du centre.
Montrons que [G : Z(G)] > 4. Puisque le groupe G n’est pas abélien, Z(G) C G, donc [G : Z(G)] >
2. Si l'indice valait 2 ou 3, le groupe quotient G/Z(G) serait d’ordre premier (2 ou 3). Un groupe
d’ordre premier est nécessairement cyclique (isomorphe & Z/27Z ou Z/3Z). Or, un lemme classique
affirme que si le quotient G/Z(QG) est cyclique, alors G est abélien. C’est une contradiction avec
I’hypothese. Ainsi, [G : Z(G)] > 4, ce qui implique que |Z(G)| < %.



Etape 4 : Conclusion.
En réinjectant cette derniere inégalité dans notre majoration :

Gl

1 1 1 1 )
2 < (Gl L2 — Sz o2 202
Gp(G) < 5 (7) 161+ 167 = gIGP + 316 = Flai

En divisant par |G|?, nous obtenons finalement :

p(G) <

Co| Ut

Approfondissement et remarques

— Optimalité de la majoration : Bien que la majoration puisse paraitre grossiere par mo-
ments, elle est en réalité optimale. En effet, la borne est atteinte pour le groupe diédral Dy
(les isométries du carré, d’ordre 8) ou pour le groupe des quaternions Hg (d’ordre 8 égale-
ment). Pour ces deux groupes, le centre est d’ordre 2, le quotient est d’ordre 4 (non cyclique,
isomorphe au groupe de Klein V}), et la probabilité de commutation vaut exactement %.

— Lemme du quotient cyclique : Le jury demandera tres certainement de redémontrer le
lemme utilisé : « Si G/Z(G) est cyclique, alors G est abélien ». Preuve rapide : Soit x € G tel
que sa classe Z engendre le quotient. Tout élément g € G s’écrit sous la forme g = z*
ke€Zetze Z(G). Si on prend deux éléments g; = k12 et go = x"2 25, ils commutent de
fagon évidente car les puissances de x commutent entre elles et les z; commutent avec tout le
monde. G est donc abélien.

Z avec

Recasage

— 101 : Groupes opérant sur un ensemble. Exemples et applications.

— 103 : Conjuguaison dans un groupe. Exemples de sous-groupes distingués et de groupes quo-
tients. Applications.

— 104 : Groupes finis. Exemples et applications.

— 190 : Méthodes combinatoires, problemes de dénombrement.
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25 Cyclicité de (Z/nZ)*

Lemme 2.3 ([Per96, p. 74]). Soit p > 3 un nombre premier. Pour tout entier k € N, il existe un
entier A\ tel que pged(Ag,p) =1 et :

(1+p)"" =1+ At

Démonstration. Nous raisonnons par récurrence sur k € N.
Initialisation : Pour k = 0, (1 +p)p0 =1+p=1+1xp' donc \g =1, qui est bien premier
avec p. Pour k£ = 1, par la formule du binéme de Newton :

p—1
(L+p)=1+> (f)p +p”
1=1

Nous savons que pour tout 1 <i <p—1, p| (¥). Ainsi, pour i > 2, nous avons p? | (¥)p’. De plus,
puisque p > 3, nous avons p? | pP. Nous pouvons donc factoriser par p? :

p =0, SO
(1+p)P—1+<1>p+p22;p”+pp—1+p2 1+ijz71+pp72
=2 =2

=1

Le premier terme de A est 1 et tous les autres termes sont des multiples de p. Ainsi, A =1 (mod p),
ce qui prouve bien que pged(Aq, p) = 1. La propriété est vérifiée pour k = 1.
Hérédité : Supposons la propriété vraie pour un certain rang k > 1. Montrons-la au rang k+ 1.

(1 —1—p)pk+1 = ((1 —|—p)pk>p = (1+ X\ep*™HP  (par hypothese de récurrence)

P
=1+ Z (p) (A" (par le bindme de Newton)
i=1 \"
P p P . .
14+ (1) i+ Z <i>>\2p(k+1)z
i=2

p
=1+ Akpk+2 + pk+2 Z (f) A?Cp(k—o—l)z—(k—&-Q)
i=2

=pp

(Nous pouvons bien factoriser par p dans la somme restante car pour i > 2 et k > 1, 'exposant
(k+1)i—(k+2)>2(k+1)—k—2=£k>1). Nous obtenons donc :

k
(1 +p)?" =14 p"2 (A + pp)
—_———

=kt

Puisque pged (Mg, p) = 1, il est clair que pged(Ag+1,p) = pged(Ag + pp, p) = 1. La propriété est donc
héréditaire, ce qui conclut la récurrence.

Théoréme 2.4 (Cyclicité de (Z/nZ)* [Per96, p. 74]). Soit o > 2 un entier.

1. Sip > 3 est un nombre premier, alors (Z/p*Z)* ~ Z/p* Y(p — 1)Z (ce groupe est donc
cyclique).
2. St >3, alors (Z/2°7Z)* n’est pas cyclique.

Démonstration. Preuve de 1) : Cas p > 3 premier.

Nous voulons montrer que ce groupe est cyclique. Pour cela, nous allons exhiber un élément d’ordre
p*~ ! et un élément d’ordre p — 1. Comme ces deux ordres sont premiers entre eux, le produit de ces
deux éléments sera d’ordre p®~!(p — 1), ce qui correspond au cardinal du groupe (via I'indicatrice
d’Euler p(p®) = p*~(p — 1)), et le générera donc enticrement.



Cherchons un élément d’ordre p®—'.

Considérons la classe de 1 + p dans (Z/p®Z)*. D’apres le lemme appliqué pour k = a — 1, nous
avons : )
1+p)" =14X1p* =1 (mod p®)

Donc Pordre de 1 + p divise p®~!. C’est donc une puissance de p. Regardons la puissance juste en
dessous, c’est-a-dire pour k =a — 2 :
(L+p)" " =14 Aaop™™!

! Nest pas un multiple de p®. Donc (14 p)P" " # 1

a—1

Puisque pged(Ag—2,p) = 1, le terme A\y_op®~

(mod p®). L’ordre de 1 + p est donc exactement p
Cherchons un élément d’ordre p — 1.

Considérons le morphisme de groupes naturel surjectif :

v (Z/p"Z)" — (Z/pZ)*
x (mod p®) — = (mod p)

Nous savons que (Z/pZ)* (le groupe multiplicatif d’un corps fini) est cyclique de cardinal p— 1. Par
surjectivité de ¥, nous pouvons choisir un élément z € (Z/p*Z)* tel que ¥(z) engendre (Z/pZ)*.
Notons o(x) Pordre de 2 dans (Z/p®Z)*. Nous avons °*) = 1 dans (Z/p*Z)*, donc en appliquant
v

1= (@) = ¥()°

Or lordre de ¥(x) dans (Z/pZ)* est p — 1. Donc p — 1 divise o(z). Puisque p — 1 divise l'ordre de
x, I'élément y = 2°(®)/(P=1) est bien défini et est d’ordre exactement p — 1.
Concluons.
Nous avons pged(p — 1,p = 1 car p est premier. D’aprés un lemme classique sur les groupes
abéliens, puisque le groupe est commutatif, 'ordre du produit y(1 + p) est le ppcm des ordres, soit
(p—1)p*L. Or, |(Z/p°Z)*| = p(p*) = p*~L(p—1). Nous avons donc trouvé un élément dont 1’ordre
est le cardinal du groupe. Le groupe (Z/p*Z)* est donc cyclique.
Preuve de 2) : Casp=2et o > 3.
Remarquons d’abord que pour @ = 1 et o = 2, les groupes sont cycliques :
— (Z/272)* = {1} est cyclique.
— (Z/AZ)* = {1, 3} est cyclique (engendré par 3).
Cependant, regardons (Z/87Z)*. Ses éléments sont les entiers impairs modulo 8, soit {1,3,5,7}. Or,
32=9=1 (mod 8),52=25=1 (mod 8) et 7> =49 = 1 (mod 8). Tous les éléments différents de
I’élément neutre sont d’ordre 2. Le groupe n’a pas d’élément d’ordre 4, il n’est donc pas cyclique. 11
est isomorphe au groupe de Klein Z/27 x Z/27.
Supposons par ’absurde que pour un certain o > 3, le groupe (Z/2%Z)* soit cyclique. Considé-
rons le morphisme surjectif naturel :

a—l)

O :(2)2°7) — (Z/8Z)"

x (mod 2%) — = (mod 8)
(Ceci est bien défini et surjectif car v > 3, donc 8 divise 2%). Puisque nous avons supposé que
(Z)2°7)* est cyclique, il posséde un générateur g. Mais alors, par surjectivité de @, I'image ®(g)

devrait engendrer (Z/8Z)*. Cela signifierait que (Z/8Z)* est cyclique, ce qui est absurde. Donc
(Z/2%7Z)* n’est pas cyclique pour o > 3.

Approfondissement et remarques

— Ordre des éléments qui commutent : [Per96, p. 16] Le lemme stipulant que "si a et b
commutent, d’ordres p et ¢ premiers entre eux, alors ab est d’ordre pg" est le pivot de la fin



de la premiére partie. Il faut savoir le démontrer (on léve a la puissance pg pour voir que c’est
Iidentité, puis on montre que si (ab)* = 1, alors a* = b™*, ce qui force a* = b=* = 1 par le
fait que les ordres sont premiers entre eux).

— Cyclicité de (Z/pZ)* : C’est un résultat pré-requis ici. Il faut savoir le démontrer indépen-
damment : un sous-groupe fini du groupe multiplicatif d’un corps commutatif est cyclique
(utilisation de l’exposant du groupe et du nombre de racines du polynéme X¢ —1).

— Morphisme naturel : Savoir justifier que le passage aux inversibles dans un morphisme
d’anneaux surjectif (ici la réduction modulo p) induit bien un morphisme de groupes surjectif.
[Ber12, p. 395].

— Structure générale : Le théoréme chinois permet de recoller les morceaux pour déterminer
la cyclicité de (Z/nZ)* pour tout n. Le groupe est cyclique si et seulement si n = 2,4, p* ou
2p® avec p > 3 premier.

Recasage

101 : Groupes opérant sur un ensemble. Exemples et applications.

103 : Conjuguaison dans un groupe. Exemples de sous-groupes distingués et de groupes quo-
tients. Applications.

108 : Exemples de parties génératrices d’un groupe. Applications.
104 : Groupe fini. Exemples et Applications.
— 120 : Anneaux Z/nZ. Applications.
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26 Dénombrement des automorphismes diagonalisables sur F,

Lemme 2.5 (Caractérisation [Roml7]). Soit E un F4-espace vectoriel de dimension n. Notons
DP(E) 'ensemble des automorphismes diagonalisables de E. Nous avons l’égalité :

DP(E) = {u € GL(E) |u?™! = Idg}

Démonstration. Soit u € DP(FE). u est diagonalisable, donc son polynéme minimal 7, est scindé
a racines simples. Puisque u € GL(FE), 0 n’est pas valeur propre, donc le spectre de u vérifie
Spec(u) C Fy. Ainsi, m, = [Despec(u) (X — ) divise le polynéme HAeF; (X —A). Or, dans Fy, nous
savons que

[ XxX-3)=X°-X, donc J[(X-XN)=X""-1

AeF, AeFs

Ainsi, 7, divise X971 — 1, ce qui implique que X9~ — 1 est un polynéme annulateur de u. D’ou
wi™t —Idg = 0.

Réciproquement, prenons u € GL(E) tel que u?~! = Idg. Le polynome P(X) = X971 — 1 est
un polynéme annulateur de u. Or, P(X) =[] AEF: (X — \) est un polyndme scindé a racines simples
sur ;. Puisque u est annulé par un polynome scindé a racines simples, u est diagonalisable.

Lemme 2.6 (Bijection avec les décompositions [Rom17]). NotonsF; = {\1,..., -1} et définissons

F Uensemble des (q—1)-uplets (E1, ..., E4—1) de sous-espaces vectoriels de E tels que @g;ll E,=F.
Alors Uapplication :

¢:DP(E) — F
ur— (ker(u — M\ Idg), ... ker(u — \j—11dE))

est bijective.

Démonstration. Bien définie : D’apres le lemme 1, pour v € DP(E), le polynome X9 ! —1 =
HZ;II(X — A¢) est un annulateur de u. D’aprés le lemme des noyaux (les polynémes X — \; étant
premiers entre eux deux a deux), nous avons F = @g;ll ker(u — A\pIdg). L’image ¢(u) appartient
donc bien a F.

Injectivité : Prenons u,v € DP(E) tels que p(u) = ¢(v). Pour tout k € {1,...,¢ — 1}, nous
avons ker(u— ApIdg) = ker(v— A\ Idg) := E). Sur chaque sous-espace Ej, nous avons par définition
u g, = Aldg, = vjg,. Puisque E = EBZ;% Ej et que u et v coincident sur chacun des Ej, nous
concluons que u = v.

Surjectivité : Prenons (E,...,E, 1) € F. Nous définissons I’endomorphisme u de E par ses
restrictions : pour tout k € {1,...,q¢— 1}, u g, = \ldg,. (Ceci définit de maniére unique u car les
Ej, sont en somme directe et engendrent E). Par construction, u est diagonalisable. De plus, toutes
ses valeurs propres sont non nulles (car Ay € Fy), donc u € GL(E). Ainsi u € DP(FE) et nous avons
bien ¢(u) = (E1, ..., Ey-1).

Théoréme 2.7 (Dénombrement [Rom17]). Notons I' = {(n1,...,ng—1) € NI71 | Zz;ll nE = n}.
Nous avons :

GL,(F
prE)= Y et
(n1,...,ng—1)€r sz:l ‘GLnk (FQ)‘

Démonstration. D’apres le lemme 2, ¢ est bijective, donc |DP(E)| = |F|. L’objectif est maintenant
de dénombrer F. Pour (ni,...,n4-1) € T', nous définissons F,,,  n._) = {(E1,..., Eg-1) € F |
Vk,dim(FEy) = ni}. Nous avons la partition en union disjointe :

f = |_| f(nl""vanl)

(nlv"'van*l)EF



Il suffit donc de dénombrer chaque F,,
Fixons (ni,...,nq—1) € I' et considérons :

ng_1)- Pour cela, nous allons définir une action de groupe.

GL(E) X ]:(nl,...,nq_l) — f(nl,...,nq_l)
(U, (Elv s ’qul)) — (U(El), SRR U(qul))

Vérification de I’action :

— Bien définie : Soit u € GL(E) et (E1,...,Ej-1) € Fn,,. n, ) Puisque u est un automor-
phisme, dim(u(Ey)) = dim(Ey) = ng. De plus, E = w(F) = u (P Ex) = Y u(Ey). Puisque les
dimensions somment a n, la somme est directe : £ = @ u(E}y). Ainsi, 'image est bien dans
]:(nh---vanl)‘

— Auxiomes de laction : Idg - (Ex) = (Idg(Eg)) = (Ek). Et (uow) - (Ex) = ((uov)(Ey)) =
(u(v(Eg))) =u- (v- (Eg)). Cest donc bien une action.

Transitivité de I’action : Montrons qu'’il n’y a qu’une seule orbite. Soient (E1,...,Eq4_1) et
(F1,..., Fy—1) deux éléments de Fp,  n, ,)- Pour chaque k, puisque dim(Ex) = dim(Fy) = ng,
nous pouvons choisir une base Bj de Ej et une base B,’f de F},. Posons B = UZ;ll By et B' =

Z;i Bj,. Puisque les sommes sont directes, B et B’ sont des bases de E. Nous définissons alors

I'endomorphisme u de E qui envoie la base B sur la base B’ de fagon a ce que u(By) = Bj, pour
tout k. Puisque u envoie une base sur une base, u € GL(E). De plus, par construction, u(Ey) = F
pour tout k. L’action est donc transitive. Ainsi, pour tout élément x = (E1,..., E4_1), nous avons
OI‘b(l‘) = f(nl,...,nq,l)'

Utilisation de I’équation aux classes : Fixons un élément x = (Ey,..., E;_1) € Flnng_1)-
Par la formule des orbites :

_ |GL(E)|

o b — TN, 1 N
[ F(n1,ing-1)| = | Orb(z)] | Stab(z)|

Déterminons le stabilisateur de z. u € Stab(z) <= Vk € {1,...,q — 1},u(Ey) = Ej. Cela signifie
que chaque Ej est stable par u, donc la restriction u|g, est un endomorphisme de Ej. Puisque u
est bijectif, chaque u g, est dans GL(Ej). Puisque £ = P Ej, l'application u — (ujg,, ..., wg, )
est un isomorphisme de groupes entre Stab(x) et le produit direct HZ; GL(E)). Le cardinal du
stabilisateur est donc :

q—1 q—1
| Stab(z)| = [T IGL(ER)| = ] |GLn, (Fy)
k=1 k=1

Nous obtenons ainsi :
|G Ly (Fy)|

’fn Yoy Mg — ‘ - —
e E = el ar, (B

En sommant sur I’ensemble I' des dimensions possibles, nous concluons la preuve :

GL,(F
ppE)= Y e
(n1,...,nq_1)EF HkZl |GLnk (FQ)|

Approfondissement et remarques

— Le cardinal de GL,(F,) : Il est indispensable de savoir retrouver la formule du cardinal du
groupe linéaire : |G L,(F,)| = [1"; (¢" — ¢'). On compte le nombre de fagons de construire
une base vecteur par vecteur.

— Théoréme orbite-stabilisateur : Ce développement est une superbe application de ce théo-
réme. N’hésitez pas & bien mettre en évidence I'isomorphisme entre le stabilisateur (les ma-
trices diagonales par blocs) et le produit cartésien des sous-groupes linéaires pour justifier le
cardinal.



— Diagonalisabilité sur F, : Le lemme 1 est une propriété spécifique aux corps finis F,.

La caractérisation des éléments diagonalisables inversibles par I'équation u9~' = Idp est
extrémement puissante et découle du fait que le groupe multiplicatif F est cyclique d’ordre
q— 1.

Recasage

— 101 : Groupes opérant sur un ensemble. Exemples et applications.

— 106 : Groupe linéaire d’un espace vectoriel de dimension finie F, sous-groupes de GL(E).
Applications.

— 104 : Groupe fini. Exemples et applications.
— 123 : Corps finis. Applications.
— 152 : Endomorphismes diagonalisables en dimension finie.

— 190 : Méthodes combinatoires, problemes de dénombrement.
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27 Dénombrement des polyndémes irréductibles sur F,

Lemme 2.8 ([Roml17]). Soit P,(X) = XP" — X € F,[X].
1. Soit P un diviseur irréductible de P, dans F,[X]|. Alors deg(P) divise n.

2. Soit d un diviseur de n. Pour tout P € Zy(p) (ot Zy(p) est l'ensemble des polyndomes unitaires
irréductibles de degré d sur Fp), on a P | P,.

Démonstration. Preuve du 1 :
Nous prenons P un diviseur irréductible de P, (nous pouvons le supposer unitaire sans perte de
généralité) et nous notons d = deg(P). Puisque P | X?" — X dans F,[X], nous avons X?" — X =0
dans le corps de rupture K = F,[X]/(P), ce qui s’écrit XP" = X.

Puisque P est irréductible de degré d, nous avons l'isomorphisme K = Fp[X]/(P) >~ F,q. La
famille (X k)ogkgd—l forme une base de K en tant que [Fj-espace vectoriel.

Montrons que pour tout @ € FF,[X], nous avons Q" = @ dans K. Nous pouvons écrire Q dans
la base : Q = Z akX ko ag,...,a4_1 € Fp. En appliquant le morphisme de Frobenius y +— yP"
(qui est un morphlsme de corps), nous obtenons :

-1 \P" a1
(g -
k=0 k=0

D’une part, comme ay, € F,, le petit théoreme de Fermat nous donne a% = ag, d’ou par récurrence
i o’ s .
aj = ag. D’autre part, nous avons vu que X" = X. Ainsi :

d—1 B
= Z aka =
k=0

Nous en déduisons que I’équation y?" —y = 0 admet p? solutions dans le corps K (puisque tout
élément Q € K en est solution). Or, dans un corps, un polyndéme ne peut pas avoir plus de racines
que son degré. Le polynéme Y?" —Y de degré p” posséde donc au moins p? racines, ce qui implique
pt < p", soit d < n.

De maniére plus précise, le groupe multiplicatif K> ~ (F,a)*

est d’ordre p? — 1. Puisque tout
élément non nul y € K* vérifie 4" ~! = 1, 'ordre de chaque élément divise p” — 1. Or, le groupe K *
est cyclique, il posseéde donc un élément d’ordre exactement p® — 1. Nous en déduisons que p% — 1
divise p™ — 1.

Montrons que cela implique que d divise n. Effectuons la division euclidienne de n par d :
n =qd+r avec 0 < r < d. Nous avons :

pn_l:pqd+r_1:prpqd_pr+pr_1
=p (P -1 +p —1
q—1
=p" @' =D [ D) +p -1
k=0

Cette relation montre que le reste de la division euclidienne de p™ — 1 par p® — 1 est p" — 1. Puisque
p? — 1 divise p™ — 1, le reste doit étre nul : p" —1 = 0, donc p” = 1, c’est-a-dire r = 0. Donc d divise
n.

Preuve du 2 :
Soit d un diviseur de n et P € Z;(p). Nous nous plagons de nouveau dans le corps de rupture
K = TF,[X]/(P) =~ F,a. Le groupe K* est d’ordre p? — 1. D’apreés le theoreme de Lagrange pour

tout y € K*, yP ““1-1.En particulier pour la classe de X, nous avons X pi-1 = =1, donc X P = X,
Puisque d d1V1se n, nous pouvons écrire n = qd avec ¢ € N*. Nous itérons la relation précédente :

ay pia—1) —d(g—1)

Xp”:qud:(j(p) — XP — =X

Donc X?" — X = 0 dans F,[X]/(P). Ceci signifie que P divise X?" — X, soit P | P,.



Théoréme 2.9 ([Roml17]). Le polynéme P, = XP" — X est sans facteur carré dans Fp[X], et il
admet la décomposition suivante en produit de polynomes irréductibles :

x-x=IT II P

dln PEZ4(p)

Démonstration. Montrons d’abord que P, est sans facteur carré. Nous calculons sa dérivée formelle
dans F),[X] :
P,=p"XP"1—1=-1 (carp" =0 (mod p))

Puisque P} = —1, la dérivée ne s’annule jamais et n’a aucune racine. Le PGCD de P, et P}, est
donc 1. Le polynéme P,, est premier avec sa dérivée formelle, ce qui équivaut a dire qu’il est sans
facteur carré.

Concluons avec le lemme. D’apres le point 1 du lemme, tout diviseur irréductible unitaire de
P, appartient & un ensemble Z;(p) avec d | n. D’apres le point 2, tout polynéme de Z;(p) avec
d | n divise P,. Puisque P, est unitaire et sans facteur carré, il est exactement le produit de tous
ses diviseurs irréductibles unitaires, chacun apparaissant avec la multiplicité 1. Nous obtenons donc

I’égalité demandée :
x-x=IT1II P
d|n PEId (p)

Corollaire 2.10 ([Rom17]). Notons I, (p) = |Z,(p)| le nombre de polynémes irréductibles unitaires

de degré n sur F,. Alors :
1 n
Li(p) = > _p <d> p*
dln

ot p est la fonction de Mobius.
Démonstration. Nous reprenons 1’égalité du théoreéme et nous passons au degré :
deg(XP" — X) = deg (H H P)
din P€Zy(p)

Le degré du membre de gauche est p™. Le degré du produit est la somme des degrés :

pr=>_ Y deg(P)

dln P€Zy(p)

Or, pour un diviseur d fixé, chaque polynéme P € Z,(p) a pour degré d. La somme interne vaut
donc d x |Zy4(p)| = dI;(p). Nous obtenons donc la relation de récurrence :

P = dly(p)

dln

Appliquons la formule d’inversion de Mébius. Rappelons que si f(n) = >4, g(d), alors g(n) =
S 1t (3) f(d). En posant f(n) = p™ et g(n) = nl,(p), Vinversion nous donne immédiatement :

n
nl,(p) =Y n (d) p*
dln
En divisant par n, nous obtenons bien :

I(p) = %ZM (Z) p*

dln



Approfondissement et remarques

— Formule d’inversion de M&bius : Il est indispensable de savoir redémontrer la formule de
Mobius. Le jury vous posera presque systématiquement la question si vous utilisez ce corollaire.
La preuve repose sur l'inversion dans ’algebre de Dirichlet (avec le produit de convolution
arithmétique) et lidentité 3y, p(d) = 61,

— Existence de polynémes irréductibles : Un corollaire immédiat et fondamental de ce
1/n _

dénombrement est que I,(p) > 0 pour tout n > 1. En effet, I,(p) = 2(p" +...) > 1(p
EZ;é pk) > 0. Cela prouve l'existence de corps finis de cardinal p™ pour tout nombre premier
p et tout n > 1.

Recasage

— 123 : Corps finis. Applications.
— 141 : Polynomes irréductibles a une indéterminée. Corps de rupture. Exemples et applications.

— 190 : Méthodes combinatoires, problemes de dénombrement.
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28 Déterminant de Gram et inégalités de Hadamard

Théoréme 2.11 (Distance & un sous-espace via Gram [Gould]). Soit (e1,...,e,) une famille libre
d’un espace préhilbertien E. Posons F = Vect(eq,...,e,). Pour tout x € E, la distance de x a F
vérifie :
G(ei,...,én,T)
d z, F 2 _ ’ ’ ’
(z, F) G(e1,...,en)
ou G(x1,..., o) = det((zs, z;))1<i j<k désigne le déterminant de Gram.

Corollaire 2.12 (Inégalités de Hadamard [Gould]). 1. Pourtousxi,...,xn € E, G(x1,...,2y,) <
[Tk=1 llzkl.
2. Pour tous x1,...,xy € K", |det(z1,...,2n)] <Ilpz; |lZkll2-
Dans les deux cas, il y a égalité si et seulement si l'un des vecteurs est nul ou si les vecteurs
sont deux a deuz orthogonaux.

Démonstration. Démonstration du Théoréme :
Prenons z € E et notons y = Pp(x) son projeté orthogonal sur F. Nous avons d(z, F)? = ||z — y||?.
Par le théoréme de Pythagore, puisque  — y € F+ et y € F, nous avons :

1 = llyl* + = — y|I?

Posons I' = ((e;, €j))1<i,j<n la matrice de Gram de la famille (eq,...,e,). Nous calculons le déter-
minant de Gram de la famille (eq,...,e,,z) par blocs :
<€1a 'T>
G(e1,...,en,x) = det r :
(en, )
(xye1) ... {(x,en) |z]?

Nous remplagons x par (z — y) + y dans la dernieére colonne et la derniere ligne :

(e1, 2 —y) + (e1,y)

r :
G(el,...,en,x) =det :
(en, = y) + (en, y)
(@—yen)+{ye) . e —yllP+Ilyl?
Puisque x —y € F*, pour tout i € {1,...,n}, nous avons (e;,z — y) = (x — y, e;) = 0. La matrice
se simplifie :
<617y>
r :
G(e1,...,en,x) = det :
(en,y)
(yer) - llo =yl + Iyl

Par linéarité par rapport a la derniére colonne, nous pouvons scinder ce déterminant en une somme
de deux déterminants :

0 <617y>

T : :

G(e1,...,en,x) = det : + det :
0 (en,y)
(yoe1) oo Nz -yl (yoer) oyl

Le premier déterminant, en développant par rapport a la derniére colonne, vaut exactement ||z —
y[|?det(I') = ||z — y||?G(e1,...,en). Le second déterminant n’est autre que G(ei,...,en,y). Or,



y € F = Vect(ey,...,e,), donc la famille (eq, ..., e,,y) est liée, ce qui implique que son déterminant
de Gram est nul. Nous obtenons donc :

Ger,... en,x) = ||z —y|*Gler, ... en)

Vérifions que G(eq,...,e,) # 0. Si ce n’était pas le cas, les colonnes de T' seraient liées. Il existe-
rait des scalaires A1,..., A, non tous nuls tels que pour tout i € {1,...,n}, 3°% ; Aj(e;,e;) = 0.
Par linéarité, nous aurions (e;, >_7_; Aje;) = 0. En posant u = 377 ; Aje;, cela signifie que u est
orthogonal & tous les vecteurs de base de F, donc u € F*. Or par construction v € F. Donc
u € FNF+ = {0}, ce qui donne u = 0. Mais la famille (e1,...,e,) est libre, ce qui contredit le
fait que les A; ne sont pas tous nuls. Ainsi G(e1,...,e,) > 0. Nous pouvons donc diviser et nous
obtenons bien la formule annoncée.
Démonstration des inégalités de Hadamard :
Preuve du point 1 par récurrence sur n :

— Initialisation : Pour n = 1, pour x1 € E, nous avons G(x1) = (x1,z1) = ||z1]|?. Le résultat
est vrai (avec égalité).

— Hérédité : Supposons le résultat vrai pour une famille de n vecteurs. Prenons x1,...,2p41 €
E. Si la famille (x1,...,x,) est liée, alors la famille (x1,...,z,4+1) Uest aussi. Le déterminant
de Gram est donc nul et 0 < HZill lzx||?, ce qui est vrai. Supposons alors que la famille
(x1,...,2y) est libre. Posons F = Vect(x1,...,2,) et y = Pp(zp+1). D’apres le théoréeme
précédent :

G(z1,. . Tng1) = Glx1, .. x0)||Zng1 — )
Par le théoreme de Pythagore, [[zn11]* = [lyl]* + [lznt1 — ylI*, Aot znr1 — y[* < llznga |-
Ainsi :
Glar, . tnit) < G, s o)lns |
En appliquant ’hypothése de récurrence pour G(x1,...,x,), nous obtenons :

n+1

n
Gy, wng1) < (H HwkHQ> lznall® = TT llawl®
k=1 k=1

La récurrence est achevée.

Preuve du point 2 : Prenons x1, ..., x, € K". Nous notons M = [z1,...,z,] la matrice formée par
ces vecteurs colonnes. Nous avons | det(xy, ..., x,)|? = |det(M)|? = det(MT) det(M) = det(HTM)
(ou det(MTM) dans le cas réel). Or, le coefficient (i,7) de la matrice M"M est exactement le
produit scalaire canonique (x;, ;). Donc det(MTM ) = G(z1,...,x,). D’apreés le point 1, nous
avons :

n
\det(ml,...,xnﬂz =G(r1,...,my) < H kaﬂg
k=1

En prenant la racine carrée (les quantités étant positives), nous obtenons bien |det(z1,...,z,)| <
IIr=1 [lzkll2-

Approfondissement et remarques

— Interprétation géométrique : La deuxiéme inégalité de Hadamard a une forte signification
géométrique : le volume d’un parallélépipede (mesuré par la valeur absolue du déterminant de
ses vecteurs arétes) est toujours inférieur ou égal au produit des longueurs de ses arétes. Le
volume maximal est atteint lorsque les arétes sont toutes orthogonales entre elles.

— Cas d’égalité : Dans la preuve par récurrence, l'inégalité ||z,41 — Pr(zns1)]|? < [|2ns1]?

devient une égalité si et seulement si | Pr(2,11)||? = 0, soit Pr(x,41) = 0, ce qui signifie que

Tpy1 € FL. Par récurrence, le cas d’égalité global est atteint si et seulement si la famille est

orthogonale ou si 'un des vecteurs est nul.



Recasage

— 149 : Déterminant. Exemples et applications.

— 161 : Espaces vectoriels et espaces affines euclidiens : distances, isométries.
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29 Décomposition de Dunford et exponentielle de matrice

Lemme 2.13 (Projecteurs spectraux [Gould]). Soit u € L(E). Prenons P un polynéme annulateur
de u, de décomposition en facteurs irréductibles P = [[;_ H{"" (les H; étant premiers entre eux deuz
a deuz). Pour tout i € {1,...,s}, nous notons N; = ker(H;""(u)). Alors nous avons E = @;_; N;,
et pour tout i € {1,...,s}, la projection p; sur N; parallélement a @#i N; est un polynome en u.

Démonstration. Le fait que E = @;_; N; découle directement du lemme des noyaux, puisque les
H?* sont premiers entre eux dans leur ensemble et que P(u) = 0.
Construisons nos projecteurs. Pour tout ¢ € {1,...,s}, nous posons :

o
Qi = H H j !
J#i
Les polyndémes @Q1,...,Qs sont premiers entre eux dans leur ensemble. D’apreés le théoreme de
Bézout, il existe des polynémes Uy, ..., U, tels que :

U@+ +UsQs =1
En évaluant en u, nous obtenons :
Ur(u) o Qi(u) + -+ Us(u) o Qs(u) = Idg (%)

Nous posons alors p; = U;(u) o Q;(u), qui est bien un polynéme en wu.
Vérifions que ces p; sont bien les projecteurs attendus. Pour ¢ # j,

pi o pj = Ui(w)U;(u)Qi(u)Qj(u).

Or, le polyndme P = [[;_; H.* divise le produit Q;Q; (car le produit contient tous les facteurs).
Puisque P(u) = 0, nous avons p; o p; = 0. En composant la relation (x) par p;, nous avons

S
pj=pjoldg=pjo (> pi)=p;
=1

Les p; sont donc bien des projecteurs.
Il reste a vérifier que Im(p;) = N;. Soit = € E. Posons y = p;(z). Nous avons

Hi (u)(y) = H" (u) o Ui(u) o Qi(u)(x) = Us(u) o P(u)(x) = 0.

Donc y € N;, d’ou Im(p;) C N;. Réciproquement, soit z € N;. D’apres (%), x = p1(x) + -+ - + ps(x).
Or, pour j # i, le polynéme Q; contient le facteur H;", donc Qj(u)(xz) = 0, ce qui implique
pj(x) = 0. Il reste z = p;(z), donc z € Im(p;). Finalement, par le méme type de raisonnement,
ker(p;) = Im(Idg — p;) = Im(32;4; pj) C @;; Nj. Les dimensions coincidant, on a I'égalité.

Théoréme 2.14 (Décomposition de Dunford [Rom17]). Soit u € L(E). Si le polynome caractéris-
tique Xy est scindé, alors il existe un unique couple (d,n) tel que :

(i) u=d+n
(i) don=nod
(iii) d est diagonalisable et n est nilpotent.

De plus, d et n sont des polynémes en u.

Démonstration. Existence :
Puisque Y, est scindé, nous pouvons écrire x, = (—1)IMET5_ (X — \;)%. D’apres le théoréme
de Cayley-Hamilton, x,(u) = 0. Nous pouvons appliquer le lemme avec P = x, et H; = X — \;.
Posons N; = ker(u — A\;Idg)® (les sous-espaces caractéristiques). Nous avons E = @_; N, et les
projecteurs associés p; sont des polynémes en u.

Nous posons d = >"7_; \ip;.



— d est diagonalisable : Chaque p; est diagonalisable (c’est un projecteur). De plus, pour tout
i # j, piop; = 0, donc les p; commutent. Par le théoréme de codiagonalisation, la somme de
matrices diagonalisables qui commutent est diagonalisable. Donc d est diagonalisable.

— d est un polyndome en u : C’est une combinaison linéaire des p; qui sont des polyndémes en u.

Nous posons n =u — d.

— n est un polynéme en u : Clair.

— n est nilpotent : Nous avons n = uo (3.7 1 pi) — Y izq NiPi = »i—1(u— AiIdg) op;. Puisque les
p; commutent avec u (ce sont des polynomes en u) et que p; o p; = 0 pour ¢ # j, nous avons
pour tout entier q :

S S
nq = Z(U - )\ZIdE)q Op? = Z(u — )\ZIdE)q O p;
i=1 1=1
Prenons ¢ = max;e(y, . o3 ;- Pour tout 4, (u — A\ildg)? o p; = 0 car 'image de p; est contenue
dans N; = ker(u — \;Idg)® C ker(u — A\jIdg)?. Ainsi, n? = 0. n est donc nilpotent.
Enfin, u = d + n et d,n commutent car ce sont des polyndémes en wu.
Unicité :
Soit (d’,n’) un autre couple vérifiant la décomposition de Dunford (non nécessairement des poly-
noémes en u). Nous avons don = nod = d,n commutent avec u. De plus, d’,n’ commutent avec u
car d'on’ =n'od donne d'ou =d'(d' +n') = (d' +n’)d = uod'. Puisque d et n sont des polyndmes
en u, ils commutent avec tout endomorphisme qui commute avec u. Donc d, n commutent avec d’, n’.
Nous écrivons d —d' = n’ —n. d et d’ sont diagonalisables et commutent, ils sont donc codiago-
nalisables, ce qui implique que d — d’ est diagonalisable. n et n’ sont nilpotents et commutent, la
formule du bindme permet d’affirmer que n’ — n est nilpotent. L’endomorphisme d — d’ = n’ —n est
a la fois diagonalisable et nilpotent, il est donc nul. D’ott d = d’ et n = n’.

Théoréme 2.15 (Application & 'exponentielle [Goul4]). Soit A € M,,(K) telle que x4 soit scindé,
et A= D+ V sa décomposition de Dunford. Alors la décomposition de Dunford de ’exponentielle
e? est donnée par eP +eP (e - I,).

Corollaire : A est diagonalisable si et seulement si e? est diagonalisable.

Démonstration. Puisque D et V commutent, nous avons e = ePtV = ¢PeV. Soit ¢ l'indice de

nilpotence de V (V9 = 0). Nous développons e :
+oo vk 9=l k =1 vk 91 v k-1
Vv 14 v 14
vV _ _ _ _
FEY Tl g Tt =V
k=0 k=0 k=1 k=1
————
:=P(V)

Ainsi, et = eP (I, + VP(V)) = eP 4+ PV P(V). Nous posons W = ePVP(V) =eP(eV - I,,).
— Montrons que e est diagonalisable. C’est un résultat classique (si P~!DP = A, alors P~'eP P =
e® qui est diagonale).
— Montrons que W est nilpotent. V, P(V) et el commutent (car ce sont des polynémes en D
et V qui commutent). Donc W9 = (e?)4(P(V))4V4 = 0 car V7 = 0.
— Montrons que e et W commutent. Clair car formés & partir de D et V qui commutent.
Par unicité, e + W est bien la décomposition de Dunford de e.
Preuve du Corollaire :
Si A est diagonalisable, alors V' = 0, donc e = e, qui est diagonalisable. Réciproquement, si e
est diagonalisable, par unicité de la décomposition de Dunford, sa partie nilpotente est nulle. Donc
W = eP(eV — I,) = 0. Puisque e” est inversible, cela implique ¢" — I, = 0, d’oil Zz;ll ‘,/T:C = 0.
Le polynoéme Q(X) = Ez;ll Xk—f =X (1 + % + .. ) annule V. De plus, V est nilpotent, donc son
polynoéme minimal 7y (X) est de la forme X" pour un certain r > 1. Puisque 7y divise @, X" divise

A A

X (1 + % + ... ) Comme la parentheése a pour terme constant 1 # 0, X ne divise pas la parenthese,
ce qui force r = 1. Ainsi, 1y (X) = X, c’est-a-dire V = 0. A est donc diagonalisable.



Approfondissement et remarques

— Codiagonalisation : Il est crucial de savoir énoncer et démontrer le théoreme de codia-
gonalisation (une famille d’endomorphismes diagonalisables qui commutent deux a deux est
diagonalisable dans une méme base). La preuve se fait par récurrence sur la dimension en
stabilisant les sous-espaces propres.

— Expliciter Dunford : Une question incontournable est : « Comment calculez-vous concre-
tement la décomposition de Dunford d’une matrice 3 x 37 ». La méthode usuelle n’est pas
d'utiliser les projecteurs de la preuve (trop lourds), mais de trigonaliser la matrice A = PTP~1
avec T'= D'+ N’, de vérifier que la diagonale D’ et la partie strictement triangulaire supérieure
N’ commutent, et alors D = PD'P~' et V = PN'P~1,

— Le corps de base : Le corollaire de ’exponentielle est un résultat fort : la seule facon dont
I’exponentielle d’une matrice complexe peut étre diagonalisable, c’est que la matrice elle-
méme le soit. (Sur un corps de caractéristique p, ’exponentielle est beaucoup plus compliquée
a définir a cause des factorielles au dénominateur).

Recasage

— 150 : Polynoémes d’endomorphisme en dimension finie. Réduction d’un endomorphisme en
dimension finie. Applications.

— 151 : Sous-espaces stables par un endomorphisme ou une famille d’endomorphismes d’un
espace vectoriel de dimension finie. Applications.

— 152 : Endomorphismes diagonalisables en dimension finie.
— 154 : Exemples de décompositions de matrices. Applications
— 155 : Exponentielle de matrices. Applications.

— 156 : Endomorphismes trigonalisables. Endomorphismes nilpotents.
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30 *Théoréme de Gauss-Lucas et application

Théoréme 2.16 (Gauss-Lucas [FGNO1]). Soit P € C[X] un polynéme non constant. Les racines
de son polynéome dérivé P' appartiennent a ’enveloppe convexe des racines de P.

Démonstration. Nous notons 7 le nombre de racines distinctes de P. Considérons la décomposition
de P dans C[X] :

P=XA][(X =)™
k=1

ou A € C* les \; € C sont les racines deux & deux distinctes de P, et m; € N* sont leurs

multiplicités respectives. Nous pouvons exprimer la dérivée logarithmique 1133 en la décomposant en

éléments simples. En dérivant P, nous avons :

= A> mp(X = x)™ [ =)™
k=1 i#k

En divisant par P, nous obtenons :
D Z X >\k

Soit z une racine de P’. Nous allons montrer que z appartient & ’'enveloppe convexe des \j.

— Si z est également une racine de P, alors z = A; pour un certain k. Le point z est donc
trivialement dans ’enveloppe convexe des racines de P.

— Sinon, z n’est pas racine de P. Nous pouvons donc évaluer la dérivée logarithmique en z, ce
qui nous donne :

r ma
0 = =
P(z2) kz::l z— A

Multiplions le numérateur et le dénominateur de chaque terme par la quantité conjuguée z — A\, =
zZ— )\k :
, o
mp(z — A
0=y M)
k=1

‘Z—Ak‘Q

En prenant le conjugué de cette égalité toute entiere, sachant que les multiplicités my et les modules
au carré sont des réels, nous obtenons :

Nous séparons alors les termes en z et les termes en Ay :

z—kZ z— g
ZZ| ] Z’w A|2

k=1
Posons, pour chaque k, le poids ap = JW Ces poids sont des réels strictement positifs. Nous
pouvons diviser par leur somme pour isoler z :
D k=1 Ok Ak
22:1 a

L’élément z s’écrit donc comme un barycentre a coefficients positifs des racines Ax. Par définition,
z appartient bien a ’enveloppe convexe des racines de P.

Théoréme 2.17 (Application [FGNO1]). Le plus grand entier n > 2 tel que les racines du polynome
P (X)=(X+1)"— X™—1 soient toutes de module 1 ou nulles est n =17.



Démonstration. Etape 1 : Localisation des racines de la dérivée.
Le théoreme de Gauss-Lucas permet d’obtenir des informations sur les racines de P, en étudiant
celles de P). Calculons P). Pour n > 3 :

P(X)=n(X+1)"!—nx"!

Intéressons-nous aux racines de P). Remarquons d’abord que 0 n’est pas racine de P, (car P, (0) =
n # 0). Soit z € C* une racine de P),. Nous avons :

1 n—1
O=n(z+1)""!t—n""! <= +1)" =" = (Z * ) =1
z

Le complexe Z;r—l est donc une racine (n — 1)-iéme de 1'unité. Puisque Z;r—l =1+ % # 1, ce n’est pas

la racine triviale 1. Il existe donc un entier k € {1,...,n — 2} tel que :

Nous pouvons alors déterminer I'expression de ces racines z :

1 1 e n-1

Rk = " 2ikx = " ikn ikn —iknN\ .. o
en-1 —1 en-1 (en—l —e n—l) 24 sin (ﬁ)

Etape 2 : Condition nécessaire sur n via Gauss-Lucas.
Nous cherchons n tel que les racines de P, soient dans l’ensemble {z € C | |z| = 1} U {0}. Dans
ce cas, toutes les racines de P, appartiennent au disque unité fermé D(O, 1), qui est un ensemble
convexe. D’apres le théoréme de Gauss-Lucas, les racines de P}, doivent alors également appartenir
a lenveloppe convexe des racines de P,, et donc a fortiori a D(O, 1). Cela impose que pour tout

ke {l,...,n— 2}, nous devons avoir |z;| < 1. Regardons en particulier la racine z; :
1
21| = ——F—~
2 sin (L)
n—1
Sin >8,alorsn—12>7, donc 77 < 7 < ¢. Puisque la fonction sinus est strictement croissante

sur cet intervalle :

si T < si il —1:2s' T <1
in 1 in 5) =3 in p—]

En passant & l'inverse, nous obtenons |z1| > 1. Ainsi, si n > 8, P/ posséde une racine strictement
en dehors du disque unité, ce qui contredit le fait que les racines de P, y soient. Par conséquent, le
plus grand n possible doit nécessairement vérifier n < 7.

Etape 3 : Vérification pour n = 7.
Regardons si n = 7 convient. Nous avons :

Pr(X)=(X+1)"-X"—1

En évaluant, 0 et —1 sont des racines évidentes de P;. Nous pouvons donc factoriser P; par X (X +
1) = X2 + X. En développant avec la formule du binome :

Pr(X)=X"4+7X%+21X5 +35X* +35X3 4+ 21 X2+ 7X +1- X"~ 1

Pr(X)=7(X%+3X° +5X* +5X° +3X% + X)
Effectuons la division euclidienne de X¢ +3X® +5X*4 4+ 5X3 + 3X? + X par X%+ X :

X0 43X 4+5X4 45X +3X2+ X = (X2 + X)(X* +2X° +3X%2+2X +1)



Donc P7(X) = 7X(X +1)(X*+2X3+3X?+2X +1). Factorisons le polyndme réciproque de degré
4 en mettant X2 en facteur :

2 1
X'42X? 43X 42X +1=X? <X2—|-2X+3+X+X2)

1 1
=X (X4 5 ) +2( X+ =
(3 5) +2(x+ ) +3)

= X? <X+1)22+2<X+1)+3
B X X
= X? <X+1)2+2(X+1>+1
B X X

2 1 2 2 2
=X X+} +1) =(X*+X+1)

Nous obtenons finalement la décomposition compléte de Py :
Pr(X)=7X(X+1)(X*+ X +1)?

Les racines de P; sont donc :
— 0 (de multiplicité 1)
— —1 (de multiplicité 1)
= (de multiplicité 2)
2= (de multiplicité 2)

Au final, toutes les racines de P; (& savoir 0, —1, 4, j2) sont soit de module 1, soit nulles. D’ott le
résultat : le plus grand entier n vérifiant cette propriété est bien n = 7.

Approfondissement et remarques

— Astuce de factorisation : Le jury est friand de la méthode utilisée pour factoriser un poly-
noéme réciproque (symétrique) de degré 4. Pensez bien a U'expliciter clairement : on factorise par
X2, on regroupe les termes symétriques, puis on pose le changement de variable Y = X + %,
ce qui donne X2 + % =Y?2-2.

— Interprétation physique de Gauss-Lucas : Si 'on place des charges électriques identiques
aux points A, le champ électrique créé par cet ensemble de charges s’annule exactement aux
racines de la dérivée P’. Ces points d’équilibre du champ se trouvent naturellement & I'intérieur
de I'enveloppe convexe des charges (on ne peut pas avoir d’équilibre "a 'extérieur" car toutes
les charges repousseraient le point dans la méme direction).

Recasage

— 144 : Racines d’un polynoéme. Fonctions symétriques élémentaires. Exemples et applications.

— 181 : Convexité dans R™. Applications en algébre et en géométrie.
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31 Théoreme de Gauss (Polygones constructibles)

Théoréme 2.18 (Théoreme de Gauss [Car81]). Sip est un nombre premier de Fermat (c’est-a-dire

de la forme p = 1—|—22k), alors le polygone réqulier a p cotés est constructible da la régle et au compas.

Autrement dit, cos (2?”) est un nombre constructible.

Lemme 2.19 ([Car81]). Nous avons l’isomorphisme de groupes suivant :

(Z/pZ)™ =~ Autg(Q(¢))

qui @ i associe l'automorphisme g; = (p > CI’;. En particulier, Autg(Q((p)) est un groupe cyclique
d’ordre p — 1.

Démonstration. Le but va étre de construire une bonne tour de corps qui satisfait les hypotheses
du théoreme de Wantzel. Puisque p est un nombre premier de Fermat, il s’écrit p = 1 + 2" (avec
n = 2F).

Etape 1 : Création d’une suite de sous-groupes.
Nous posons :

G i= Autg(Q(w)) o w=cos (1) +isin () =,

D’apres le lemme, G est un groupe cyclique d’ordre :

p—1=(1+2")—1=2"

Soit g un générateur de G, de sorte que G = (g). Les sous-groupes de G sont les (gQi> oui €
{0,...,n}. Pour tout ¢ € {0,...,n}, nous posons :

L’ordre de G; est 2%, De telle sorte que nous obtenons une suite emboitée de sous-groupes :
{Id} =G, CGp1C---CGy=G

Etape 2 : Construction de la tour de corps associée.
Nous associons & ces groupes des sous-corps de K := Q(w). Pour i € {0,...,n}, nous posons :

Ki={2€K|g*(z) =z}

Ces ensembles K; sont bien des corps (la vérification est immédiate puisque g est un morphisme de
corps). De plus, nous avons les inclusions :

KycKic---CcK,=K

En effet, pour i € {0,...,n — 1}, nous remarquons que :
i+1 i\ 2 i i
92 _ (92 ) _ g2 ng

Done si z est un point fixe de g% (c’est-a-dire z € K;), c’est également un point fixe de g2 (donc
A Ki‘i’l)'

Etape 3 : Vérification de Ky = Q.
Il est évident que Q C Ky (les éléments de Q sont fixés par tout automorphisme de Q(w)). Récipro-
quement, montrons que Ky C Q. Nous savons que le degré de I'extension est :

[K:Q]=¢p)=p-1=2"



La famille {w,w?,...,wP~ !} est une base de K en tant que Q-espace vectoriel. D’aprés la définition
de notre générateur g, les éléments de cette base peuvent se réécrire sous I’action de G :

B:={w,w? . .. P} ={w gWw),¢*W),...,¢" 3(w)}
Prenons z € Ky et écrivons-le dans cette base :
2= Aw + Ag(w) + -+ Ap_2gP3(w) avec \; €Q
Puisque z € Ky, nous avons ¢g(z) = z. En composant ’expression par g, nous obtenons :

9(2) = Mog(@) + Xg* (@) + -+ Mpsg” (W) + N2 g7 (W)
————’

=w car o(g)=p—1
Par unicité de la décomposition dans la base B, nous identifions les coefficients :
A=A ==X2
Nous pouvons donc factoriser z :
z= Ao (w+g(w)+-~-+g”_2(w)) = \o (w+w2+--~+wp_1>

Or, w est racine du polyndme cyclotomique ®,(X) = 1+ X +---+ X?~1, donc la somme des racines
vaut —1.

z=X(-1) ==X €Q

Ce qui prouve que Ky = Q.

Etape 4 : Vérification des inclusions strictes K; C Kit.
Nous allons montrer rigoureusement que Ko C Kj, le méme argument s’adaptant pour les autres
indices. Il nous faut trouver un élément z tel que g?(z) = z (pour étre dans K1) mais g(z) # z (pour

ne pas étre dans Kj). Nous posons :
z=wt g W) +gtw) -+ W)
En appliquant g2, nous décalons tous les termes :

PR =gW+g' W+t W) =2
——
=w car o(g)=2"

Donc z € K. Cependant, si nous appliquons g :

9(2) = gw) + (W) + - + g7 T w)

Par unicité de ’écriture dans la base B évoquée précédemment, les termes de la somme définissant
g(z) sont tous distincts des termes définissant z. Donc g(z) # z. Ainsi, z ¢ Ky, ce qui prouve que
Ky C K.

Etape 5 : Identification de K,,_; et conclusion.
Montrons que K,,_1 = Q (cos (%’T)) Posons f = 92%1. Par définition, K,_1 = {z € K | f(2) = z}.
D’apres le lemme, il existe un entier X tel que f(w) = w?. Or, fo f = ¢*" = Id. En appliquant &

w, nous obtenons :
2

F(@) = F@) = = w

Ceci implique que A2 = 1 (mod p). Dans le corps Z/pZ, cela donne A = 1 (mod p) ou A = —1
(mod p). Si A =1 (mod p), alors f(w) = w, ce qui signifierait que f = Id. Or f = gzw1 % Id car g
est d’ordre 2". C’est absurde. Donc A = —1 (mod p), c’est-a-dire :

fw=w'l=w



Evaluons f sur cos (%T) :

(on () - (557 ()

Ainsi, le cosinus est fixé par f, donc Q (cos (2?”)) CcK,1CK.

Or, nous savons que 'extension [K : Q (cos (%))] = 2. (En effet, w ¢ Q (COS (%r)) car il n’est

pas réel, et w est racine du polyndme de degré 2 : X2 — 2cos (%r) X +1=0). Puisque K,_1 est
strictement inclus dans K, il vient nécessairement :

)

Etape finale : Application du théoréme de Wantzel.
Considérons la tour complete :

Q=K¢CK1 G CKn C K=K
Par le théoréeme de la base télescopique :
2" = [K : Q] = [Kn : Kn—l] X [Kn—l : Kn_Q] X oo X [Kl : Ko]

Le produit contient n facteurs. Puisque les inclusions sont strictes, chaque facteur est un entier au
moins égal a 2. Pour que le produit de n entiers > 2 vaille exactement 2", il faut obligatoirement
que chaque facteur vaille 2. Ainsi, pour tout 4, nous avons :

[Ki—l—l . Kz] =2

Nous avons donc construit une tour d’extensions quadratiques successives depuis Q jusqu'a K,,_1 =

Q (cos (%’T)) D’apres le théoreme de Wantzel, cela prouve que cos (%T) est un nombre constructible

a la régle et au compas.

Approfondissement et remarques

— La théorie de Galois en toile de fond : Bien que cette preuve soit rédigée "a la main" et
de fagon treés élémentaire via des polyndmes et des bases, la construction des corps K; comme
corps des points fixes correspond exactement a ’application du théoréme fondamental de la
théorie de Galois. Le fait de pouvoir s’en passer tout en mimant ses effets est une élégance
pédagogique tres appréciée du jury.

— Nombres de Fermat : Le théoréeme complet de Gauss-Wantzel énonce que la construction
est possible *si et seulement si* les facteurs premiers impairs de ’entier sont des nombres
premiers de Fermat distincts. Il faut bien rappeler que les nombres de Fermat F,, = 22" + 1
ne sont pas tous premiers (ex : Fy est divisible par 641, découvert par Euler).

— Théoréme de Wantzel : Rappelez-vous bien de I’énoncé du théoreme de Wantzel qui est
admis & la fin de cette preuve : un nombre est constructible si et seulement si il appartient au
bout d’une tour d’extensions de degré 2.

Recasage

— 102 : Groupe des nombres complexes de module 1, sous-groupes des racines de 'unité. Appli-
cations.

— 121 : Nombres premiers. Applications.



— 125 : Extensions de corps. Exemples et applications.

— 127 : Exemples de nombres remarquables. Exemples d’anneaux de nombres remarquables.
Applications.

— 148 : Dimension d’un espace vectoriel (on se limitera au cas de la dimension finie). Rang.
Exemples et applications.
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32 Théoreme d’inertie de Sylvester

Lemme 2.20 ([Roml7]). Soit F' un sous-espace vectoriel de E.
1. Nous avons l'inégalité :
dim(F) + dim(F*) > dim(F)
(avec égalité si qp est non dégénérée).

2. Nous avons l’équivalence :
E=F&F! — qr est non dégénérée

Démonstration. Pour le point 1 :
Prenons une base de F' notée (e1,...,ep). Pour tout i € {1,...,p}, nous posons les formes linéaires
li(x) = ¢(x,e;), ou ¢ est la forme polaire associée a g. Par définition de I'orthogonal, nous avons :

FLt={zeFE|VyeF ¢y =0={zcE|Vie{l,...,p},d(z,e) =0} = ﬂker(li)

i=1
Nous introduisons ’application linéaire :

f:E—RP
z— (li(x),...,l(x))

I est clair que ker(f) = i, ker(l;) = F+. Appliquons le théoréme du rang a 'application f :
dim(F+) = dim(ker(f)) = dim(E) — rg(f) = dim(E) — rg(l1, .. .,1,)

Or, nous savons que le rang de cette famille de formes linéaires est inférieur ou égal au nombre
d’éléments, soit rg(ly,...,l,) < p = dim(F') (avec égalité si et seulement si la famille (I;)1<i<p est
libre). Nous en déduisons immédiatement :

dim(F+) > dim(E) — dim(F) = dim(F) 4 dim(F+) > dim(E)

Pour le cas d’égalité :
Montrons que si | est non dégénérée, alors la famille (I;)1<i<p est libre. Soient A1,..., A\, € R tels
que >-¥_ A\l = 0. Pour tout 2 € F, nous avons :

p p p
0= Z )\Jz(l‘) = Z)\qu(l‘, ei) = ¢ (1‘, Z )\1€Z>
i=1 i=1 i=1

Ainsi, le vecteur Y Y ; \;e; appartient a la fois & F' (comme combinaison linéaire des vecteurs de
base) et & I’orthogonal F'* pour la restriction & F. Donc P e € ker(qr). Puisque la restriction
q|p est non dégénérée, ker(qp) = {0}, d’ou SP  Niei = 0. La famille (e;)1<i<p étant libre, cela
implique A\ = --- = X\, = 0. La famille (/;)1<i<p est bien libre, donc nous avons ’égalité sur les
dimensions.

Pour le point 2 :
Supposons que g est non dégénérée. D’apres ce qui précede, dim(F') + dim(F+) = dim(E). De
plus, F N F+ = ker(qp) = {0}. Ces deux conditions assurent que la somme est directe et vaut
I'espace entier : £ = F @ F*.

Réciproquement, supposons que £ = F@FL. Alors FNF+ = {0}. Or, par définition, ker(q|p) =
FnF*+. Donc ker(g;r) = {0}, ce qui signifie que ¢ est non dégénérée.

Théoréme 2.21 (Loi d’inertie de Sylvester [Rom17]). Il existe un unique couple (s,t) € N? tel que,
pour toute base q-orthogonale (e1,...,ey,), nous ayons :

s=ie{l,...,n}|qle;) >0} et t=[{ie{l,....,n}]|qle;) <O}

On a de plus s+t =rg(q).



Démonstration. Remarquons d’abord que l’existence d’une telle base et d’un tel couple provient
directement de I'algorithme de réduction de Gauss. Intéressons-nous a l'unicité.

Prenons B = (e1,...,e,) et B/ = (€],...,e),) deux bases g-orthogonales de F fournissant res-

rn
pectivement les couples (s,t) et (s',¢'). Puisque la matrice de la forme quadratique dans ces deux
bases est diagonale, le rang de ¢ correspond au nombre d’éléments non nuls sur la diagonale. Ainsi,
nous avons :

s+t=5+t =rg(q)

11 suffit alors de montrer que s = s’. Montrons déja que s < s’. Nous posons les sous-espaces
suivants :
F =Vect(er,...,es) et G = Vect(€y y,...,€))

Montrons que F NG = {0}. Si s = 0 ou s’ = n, le résultat est trivial. Supposons s > 1. Pour tout
x =75 me; € F\ {0}, puisque les vecteurs sont g-orthogonaux, nous avons :

2
q(x) = xjq(e;) >0
(z) ;:1 (>0)

~ o 11 .
De méme, pour tout x = > 1' ., | z;e; € G, nous avons :

i) = > @ le) <0

i=s'+1 <0

Donc, si un vecteur x appartient a lintersection F' N G, il doit vérifier simultanément g(z) > 0
(8’il est non nul) et g(z) < 0. Ceci impose x = 0. L’intersection est donc réduite au vecteur nul :
FnG={0}.

Nous pouvons alors écrire :

n>dim(F & G) = dim(F) + dim(G) =s+n — &

Ce qui donne directement s’ > s. En inversant les roles des bases B et B’, nous obtenons symétri-
quement s > s’. Ce qui conclut la preuve de I'unicité car s = s’ (et donc t = t').

Théoréme 2.22 (Théoréme de comparaison [Rom17]). Notons E* (resp. E~ ) l’ensemble des sous-
espaces de E sur lesquels la restriction de q est définie positive (resp. définie négative). Alors la
signature (s,t) vérifie :
s = max dim(F) et t= max dim(F)
FecE+ FEE-

Démonstration. Posons s’ = maxpcp+ dim(F) et ¢’ = maxpep- dim(F).

Prenons une base g-orthogonale. Le sous-espace engendré par les s premiers vecteurs de base
(sur lesquels ¢ est strictement positive) appartient a I’ensemble ET. Sa dimension étant s, nous
avons par définition du maximum :

s < s et, par symétrie, t <t

Montrons que s = s’. Prenons un sous-espace F' € E* tel que dim(F') = s'. Puisque F' € E™, la
restriction ¢ est définie positive. En particulier, elle est non dégénérée. D’apres le Lemme 1, nous
pouvons décomposer ’espace en somme directe orthogonale :

E=F@Ft
Soit (eq, ..., ey ) une base g-orthogonale de F'. Nous pouvons la compléter par une base g-orthogonale
de F* pour former une base g-orthogonale (e1,...,e,) de I'espace entier E.

Par maximalité de la dimension de F dans E™T, 'ajout de n’importe quel vecteur de F- empéche-
rait le sous-espace résultant d’étre défini positif. Nous en déduisons que pour les vecteurs restants,
nous avons nécessairement :

gleg41) <0, ..., qley) <0



Dans cette base g-orthogonale, le nombre de carrés strictement positifs est donc exactement s’. Or,
d’apres le théoréme de Sylvester, ce nombre d’éléments positifs ne dépend pas de la base choisie et
vaut s. Par unicité de la signature, nous avons donc A = A/, c’est-a-dire s = s'.

De la méme maniére, nous obtenons ¢t = t/, ce qui acheéve la démonstration.

Recasage

— 148 : Dimension d’un espace vectoriel (on se limitera au cas de la dimension finie). Rang.
Exemples et applications.

— 159 : Formes linéaires et dualité en dimension finie. Exemples et applications.

— 170 : Formes quadratiques sur un espace vectoriel de dimension finie. Orthogonalité. Applica-
tions.

— 171 : Formes quadratiques réelles. Coniques. Exemples et applications.
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33 Irréductibilité des polynomes cyclotomiques sur Q

Théoréme 2.23 (Irréductibilité de ®,, [Per96, p. 81]). Pour tout entier n > 1, le n-iéme polynéme
cyclotomique @, (X) est irréductible sur Z (et donc sur Q d’aprés le lemme de Gauss).

Démonstration. L’idée de la preuve est de montrer que ®,, = p¢ g ol ( € p;, est une racine primitive
n-ieme de l'unité.

Pour cela, nous prenons un nombre premier p tel que p t n.

Etape 1 : Les polyndmes minimaux de ¢ et (P divisent P,,.
Montrons que f := ucq et g := per g sont des facteurs irréductibles de ®,, dans Z[X]. Déja, nous
remarquons que (P € p¥ car pged(p,n) = 1. Puisque Z[X] est factoriel, nous pouvons écrire la
décomposition de ®,, en facteurs irréductibles :

O, = fit.f

Le polynoéme ®,, étant unitaire, nous pouvons supposer les f; unitaires. De plus, ®,(¢) = 0 et
®,,(¢P) =0, donc il existe 4,5 € {1,...,7} tels que f;(¢) =0et f;(¢P) =0. Or f; et f; sont unitaires
et irréductibles dans Z[X], donc dans Q[X]. Ce sont donc les polynémes minimaux respectifs de ¢
et ¢P. Ainsi f; = f et fj =g.

Etape 2 : Raisonnement par I’absurde et réduction modulo p.
Le but a présent est de montrer que f = g. Nous allons raisonner par I'absurde et donc supposer
que f # g. Nous allons nous servir de cette hypothése pour montrer que la réduction de ®,, modulo
p admet une racine double, ce qui conduira a une absurdité. Puisque f # ¢ sont des facteurs
irréductibles distincts, leur produit fg divise ®,,.

(i) Montrons que f | g(XP?) dans Z[X] :
Nous avons ¢(¢?) = 0, donc le polynéome g(X?) est un annulateur de (. Le polynéme f étant
le polynéme minimal de ¢, nous avons f | g(X?) dans Q[X]. Il existe donc h € Q[X] tel que
g(XP) = f(X)h(X). Notons h(X) = $h/(X) avec § € Q" (écrit sous forme irréductible), h' € Z[X]
et le contenu ¢(h') = 1. En prenant le contenu de 1'équation g(XP) = f(X)$h'(X), puisque g et f
sont unitaires (donc de contenu 1), le lemme de Gauss sur les contenus donne :

1= c(g(XP)) = c(f)%c(h’) =1x % x1 = % =1

Dot h(X) = 1/ (X) € Z[X]. L’égalité g(XP) = f(X)h(X) est donc vraie dans Z[X].
(ii) Passage dans Fp[X] :

Nous réduisons ’égalité précédente modulo p pour obtenir :

9(XP) = F(X)h(X) dans Fy[X]

Ecrivons ¢(X) = a, X" + - -- 4 ag. Alors :

g(XP)=a,(XP)" + - +a=a(X"VP+---+ah=(aX" +--+a)’ =g(X)P

(Nous avons utilisé le fait que a?’ = a; par le petit théoréme de Fermat et le morphisme de Frobenius).
Nous en déduisons que g(X)? = f(X)h(X).

Prenons ¢ un facteur irréductible de f dans F,[X]. Puisque ¢ | f, la relation précédente donne
@ | g7, ce qui implique ¢ | g (car ¢ est irréductible). Puisque ¢ divise & la fois f et g, ©? divise
le produit fg. Or, nous avons vu que fg divise ®,, dans Z[X]. En réduisant modulo p, fg divise
®,,. Par transitivité, ¢? | ®,. Donc, dans son corps de décomposition, le polynome ®,, posséde une
racine double.

Etape 3 : L’absurdité.
Nous savons que dans Z[X], X" — 1 = []y,, ®a(X). En réduisant modulo p, nous avons X" —1 =
L4 ®4(X). Le polynome ®,, divise donc X™ —1 dans F,[X]. Or, X" —1 n’a que des racines simples.
En effet, sa dérivée est nX" 1. Puisque p { n, n # 0 dans Fp, 'unique racine de la dérivée est 0,
qui n’est pas racine de X" — 1. Puisque X" — 1 n’a que des racines simples, ses diviseurs (comme



®,,) ne peuvent pas avoir de racine double. C’est une absurdité. L’hypotheése f # g est fausse. Nous
concluons que f = g.
Etape 4 : Conclusion sur tous les entiers premiers a n.

Nous avons montré que pour tout nombre premier p tel que p t n, les éléments ¢ et (P ont le méme
polynéme minimal f. Par récurrence, nous pouvons étendre ce résultat : tout élément ¢’ de p
s’écrit ¢ = (" avec pged(m,n) = 1. En décomposant m en facteurs premiers m = p{™* ... pp* (avec
p;i 1 n), une récurrence immédiate montre que le polynéme minimal de " est le méme que celui de
¢, c’est-a-dire f. Ainsi, toute racine primitive n-iéme de I'unité est annulée par f. Le polynéme ®,,
divise donc f. Or f est, par définition, un facteur irréductible unitaire de ®,,. Il vient nécessairement
f = ®,. Puisque f est irréductible, ®,, est irréductible sur Q (et sur Z).

Approfondissement et remarques

— Propriétés préalables : Le jury peut vous demander de justifier rapidement au tableau que
®,, € Z[X] et qu’il est unitaire. Ceci se fait généralement par récurrence sur n en utilisant la
formule X" — 1 = []y,, ®4(X) et la division euclidienne dans Z[X] par un polynéme unitaire
[Per96, p. 81].

— Le lemme de Gauss : La justification ¢(fg) = ¢(f)c(g) (ici utilisée sous la forme c¢(g(XP)) =
c(f)e(h')) est le coeur du lemme de Gauss sur les anneaux factoriels. [Per96, p. 81].

— Conséquence sur le degré de I’extension : Ce théoréme est capital car il implique que
Q) : Q] = deg(®,) = ¢(n), ce qui permet de connaitre exactement la dimension des
extensions cyclotomiques.

Recasage

— 102 : Groupe des nombres complexes de module 1. Racines de I'unité. Applications.
— 125 : Extensions de corps. Exemples et applications.
— 141 : Polynémes irréductibles & une indéterminée. Corps de rupture. Exemples et applications.

— 144 : Racines d’un polynome. Fonctions symétriques élémentaires. Exemples et applications.
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34 Isométries du cube

Théoréme 2.24 (Structure des isométries du cube [Rom17; CG13]). Soit C' le cube usuel. En
notant I(C) le groupe des isométries conservant le cube et IT(C) le sous-groupe des isométries
directes, nous avons l’isomorphisme :

I(C)~TT(C) x Z/27Z

De plus, le groupe des isométries directes est isomorphe au groupe symétrique :

Démonstration. Contexte et notations :

Nous nous placons dans l'espace euclidien R?® muni d’un repére orthonormé. Notons A, ..., Ag
les points de coordonnées (+1,4+1,+1) et C le cube défini par ces sommets. Soit S l'’ensemble
des sommets de ce cube. Nous notons I5(C) les isométries qui conservent le cube et I (C) =

I,(C) N O*(3,R).

Ag A3

Ay

A¢ A7
A5 AS

Etape 1 : Lien entre I,(C) et I} (C).
Nous savons que toute isométrie du cube équivaut & une bijection sur ses sommets, donc I;(C) =
I5(S). De plus, I'inversion de I'espace s = —Id appartient a I4(S) \ I} (S). Nous en déduisons
I’isomorphisme suivant :

Is(S) — IF(S) x {£Id} ~ I} (S) x Z)2Z

ey {2 1) sip €I
(pos,s) sinon

(L’injectivité et la surjectivité se vérifient facilement par disjonction de cas, et le fait que s commute
avec toute isométrie assure que c’est un morphisme de groupes).

Le but maintenant est de montrer que I (S) ~ &,.

Etape 2 : Un lemme préliminaire.

Lemme : Une isométrie f € I}(S) est entierement déterminée par 'image d’une aréte, c’est-a-dire
par f(A;) et f(Aj) ou [A;, Aj] est une aréte du cube.

Preuve du lemme : Sans perte de généralité, nous nous plagons sur 'aréte [Ay, Az]. Prenons
fr9 € I7(S) telles que f(A1) = g(Ar) et f(Az) = g(Ag). Alors g~"o f(A1) = Aj et g~ o f(A2) = Ao,
avec g o f € If. L’isométrie g1 o f est une rotation qui laisse fixes A1 et Ao, elle laisse donc aussi
fixe le plan engendré par (O, A1, A3) de maniére non triviale. Puisqu'une rotation de R? laisse fixe
au maximum une droite (son axe), cela impose g~! o f = Id. Finalement f = g, d’otu le résultat.

Etape 3 : Le morphisme vers &,.

Notons D = {D;, Do, D3, D4} ’ensemble des grandes diagonales du cube, avec :

Dy =[A1,A7], Dy =[As,Ag], D3=[A3,As5], D= [A4,As]



/
/

Si f € I}(S), f induit une permutation de ces diagonales car f conserve les distances et chaque
point de S est envoyé sur un point de S. Posons alors le morphisme suivant :

o :I7(S) — &(D) ~ &4
fi—>0f

ou oy est tel que f(D;) = Dy, (i)

Etape 4 : Injectivité du morphisme.
Soit f € ker(®). Nous avons donc que f conserve individuellement toutes les diagonales : Vi, f(D;) =
D;. En particulier, f({A1, A7}) = {41, A7}. Il y a deux cas possibles :

— ler cas : f(A1) = Aj.
Puisque f conserve les distances et les arétes, I'image de Ay (qui est voisin de A;) doit étre
un voisin de A;. Donc f(As) € {Aa, A4, As}. Or, puisque les diagonales sont conservées,
f(Az) € Dy = {Ag, Ag}. L'intersection de ces deux conditions impose f(Az) = As. D’apres
notre lemme, I’isométrie f est entierement déterminée par les images de Ay et As. Puisque f
les fixe, f = Id.

— 2nd cas : f(A1) = A7,

Par le méme argument, I'image de As doit étre un voisin de A7 et appartenir & Dy. Donc
f(Ag) € {Asg, A3, Ag}N{ Az, Ag}, ce qui donne f(As) = Ag. L’isométrie f est donc déterminée.
Or l'inversion s = —Id vérifie exactement ces conditions (elle échange les extrémités des
diagonales). D’apres le lemme, f = —Id. Mais ceci est impossible car —Id ¢ I} (.5).

Nous concluons que ker(®) = {Id}, le morphisme est donc injectif.

Etape 5 : Surjectivité par cardinalité.
Nous allons montrer que |I;(S)| = |&4| = 24 en utilisant une action de groupe. Définissons 1’action
naturelle :

IF(S) xS — S
(f, Ar) — f(Ax)

L’action est transitive :
Prenons A; et regardons les rotations. Soient p, la rotation d’angle —m/2 d’axe z, et p, la rotation
d’angle 7/2 d’axe y.

Al /X A4

o



En combinant Id, p, et p,, nous pouvons atteindre tous les sommets a partir de A; :
po(A1) = Aa, p2(A1) = A5, p2(A1) = A4

py(A1) = As, Py(Pi(Al)) = py(As4) = 4s, ...

Donc l'orbite de A; est 'ensemble des sommets S tout entier, et son cardinal est | Orb(A4;)| = 8.
Calcul du stabilisateur :

Soit f € Stab(A;), c’est-a-dire f(A1) = Aj. f permute les sommets adjacents Ag, Ay, A5 par conser-

vation des distances. L’image de Az limite les possibilités, donc | Stab(A1)| < 3. Or, nous connaissons

les rotations d’angle +27/3 d’axe (O, Ay).

Ay

As

Ces rotations envoient As sur As, Ay sur Az, etc. Avec l'identité, ces éléments forment un
sous-groupe d’ordre 3. Donc |Stab(A;)| = 3.

Conclusion par l’équation aux classes :
Par le théoreme orbite-stabilisateur :

|17 (S)| = | Orb(A)| x | Stab(A;)| =8 x 3 = 24
Le morphisme ® est une application injective entre deux ensembles de méme cardinal (puisque
|G4| = 4! = 24). @ est donc une bijection. Ce qui conclut la preuve.
Approfondissement et remarques

— 1II est important de bien faire les dessins pour que le tout soit visuel.

Recasage

— 104 : Groupes finis. Exemples et applications.
— 105 : Groupe des permutations d’un ensemble fini. Applications.
— 161 : Espaces vectoriels et espaces affines euclidiens : distances, isométries.

— 191 : Exemples d’utilisation de techniques d’algebre en géométrie.

Références
[CG13] Philippe CALDERO et Jérome GERMONI. Histoires hédonistes de groupes et de géomé-
tries, Tome 1. Calvage & Mounet, 2013.

[Rom17] Jean-Etienne ROMBALDI. Mathématiques pour Uagrégation : Algébre et Géométrie. De
Boeck Supérieur, 2017.



35 Décomposition LU et de Cholesky

Théoréme 2.25 (Décomposition LU). Soit A = (a;;) € GLn(R). Supposons que pour tout k €
{1,...,n}, le déterminant principal Ay, # 0, ot :

aigr ... a1k
Ak = det
ag1 .. Qgk

Alors, il existe un unique couple (L,U) € T1,(R) x T'S,,(R) tel que L;; =1 pour tout i, et :

A=LU
0 U
X = A
L 0
TI,(R) TS,(R)

Théoréme 2.26 (Décomposition de Cholesky). Soit A € S;FH(R). Il existe une unique matrice
B = (b;;) € TI,(R) telle que b;; > 0 pour tout i, et :

A=B'B

Démonstration. Démonstration de la décomposition LU :
Montrons I'existence par récurrence sur n (la taille de la matrice).

Initialisation : Pour n = 1, c’est immédiat.

Hérédité : Supposons que la propriété est vraie au rang n — 1. Prenons A € GL,(R) vérifiant les
hypotheses du théoréme. Nous découpons A par blocs :

A Ay By
Cy Gn.n
ou A1 € M,_1(R). Par hypothese sur les déterminants principaux de A, nous avons que A; €

GL,—1(R) (car det(A;) = A,—1 # 0). Par hypothese de récurrence, il existe un unique couple
(L1,Uy) € TI,—1(R) x T'S,—1(R) avec diag(L1) = (1,...,1), tel que :

A= LUy

Nous posons L et U sous la forme :

(L 0 (U, E
L_(Dl 1) et U_<0 a)

ou L est bien triangulaire inférieure (avec des 1 sur la diagonale) et U est bien triangulaire supérieure.
Les blocs F1, Dy et le scalaire a sont a déterminer.
Nous voulons que A = LU, c’est-a-dire en effectuant le produit par blocs :

Ay B . LU L1 E;
Ci ann) \DiUi DiEi+a

Ceci équivaut au systéme suivant :

Ay = LUy (C’est OK par hypothese de récurrence)
LEy = By
DUy =y

DiEFi+a= Ann



— Trouvons E; : Cela revient a résoudre le systéme linéaire L1 Fy = B; (ou L; et By sont
connues). Or L; € GL,_1(R), donc ce systéme admet une unique solution.

— Trouwvons Dy : L’équation D1U; = O équivaut par transposition a ‘U;tD; = 'C;. Puisque
Uy € GL,_1(R) (car Ay € GL,_1), nous avons 'U; € GL,_1(R), et ce systétme admet une
unique solution pour Dj.

— Déduisons o : Nous posons simplement o = ay, ,, — D1E].

L’existence est ainsi démontrée. Réciproquement, si A = LU, on vérifie que tous les déterminants
principaux de A sont non nuls.
Unicité globale : Soit A € GLy,(R) vérifiant ces hypotheses. Supposons que A admette deux
décompositions LU :
A=1U;
{A = LUy
Nous avons donc L1U; = LyUs. Puisque les matrices sont inversibles, nous pouvons réécrire cela

sous la forme :

Ly'Ly = DUyt

Le membre de gauche est une matrice triangulaire inférieure avec des 1 sur la diagonale. Le membre
de droite est une matrice triangulaire supérieure. L’égalité impose que cette matrice soit a la fois
triangulaire inférieure et supérieure, c’est-a-dire diagonale. Puisque la diagonale du membre de
gauche ne comporte que des 1, nous en déduisons :

Ly'Ly =1,
LU =1,

D’ou L1 = L2 et U1 = UQ.

Démonstration de la décomposition de Cholesky :
Ezxistence :
Soit A € SIT(R). A appartient & GL,(R), et d’aprés le critere de Sylvester, pour tout k €

{1,...,n}:
A >0

Les déterminants principaux sont en particulier non nuls. A admet donc une décomposition LU : il
existe (L,U) € TI,(R) x T'S,,(R) avec des 1 sur la diagonale de L tels que A = LU.
Cela a un sens car :

k
det(Ak) = H (7%
=1

Puisque det(Aj) > 0 pour tout k, on en déduit par une récurrence immédiate que tous les u;; > 0.
Nous pouvons alors poser la matrice diagonale D = diag(,/u; ;). Posons également :

B =LD € TI,(R)
C =DU € TS, (R)

Nous avons trivialement :
BC = (LD)(D™'U)=LU = A

Il reste & montrer que C = ‘B et A = B'B. Puisque A € S,(R), nous avons ‘A = A, ce qui
s’écrit {(BC) = BC, c’est-a-dire :
‘C'B = BC

En multipliant & gauche par B~! et & droite par (*B)~!, nous obtenons :

B 'c=c(B)™!



Or, BeETI,(R) = B! eTI,(R), et !C € TI,(R). Le membre de gauche est donc dans T'1,,(R).
De méme, C € T'S,(R) implique que le membre de droite est dans 7'S,,(R). La matrice B~ est
donc a la fois triangulaire inférieure et supérieure : elle est diagonale.

Regardons la diagonale de B~'/C. La matrice L n’ayant que des 1 sur sa diagonale, diag(B) =

(\/Ui;), et donc diag(B™!) = (\/%) La diagonale de C est la méme que celle de ‘C, & savoir
Wi i/ Uii = /Ui;. Ainsi, le coefficient diagonal de B~1C vaut :

La matrice est diagonale avec des 1 sur la diagonale, donc B~'C = I,,, d’ou C = !B. Finalement,
A = B!B. L’existence est prouvée.

Unicité :
Supposons que By, By conviennent. Nous avons :

B1'B; = By'By
En inversant, cela donne par un raisonnement analogue a ce qui précede :
By;'By ='By(*B))"' =D

Le membre de gauche est dans T'I,,(R) et le membre de droite dans 7'S,,(R). La matrice D est donc
diagonale. Nous en déduisons :
By = ByD
{tBl = D'B,

En remplagant dans 1’égalité de départ :
A= B;'B; = (ByD)(D'By) = B;D*'By

Or nous avions A = By !By. En simplifiant, nous obtenons D? = I,,. Comme diag(B;) et diag(Bs)
sont strictement positives, la diagonale de D 1’est aussi. L’équation D? = I,, avec D & coefficients
positifs impose D = I,,. D’ou By = Bj.

Approfondissement et remarques

— Critére de Sylvester : Il faut impérativement savoir démontrer le critere de Sylvester (uti-
lisé dans l'existence de Cholesky), qui fait le lien entre matrice définie positive et mineurs
principaux strictement positifs.

Recasage

— 149 : Déterminant. Exemples et applications.

— 154 : Exemples de décompositions de matrices. Applications.

— 156 : Endomorphismes trigonalisables. Endomorphismes nilpotents.
— 157 : Matrices symétriques réelles, matrices hermitiennes.

— 162 : Systemes d’équations linéaires ; opérations élémentaires, aspects algorithmiques et consé-
quences théoriques.



36 Meéthodes itératives

Lemme 2.27. Soit A € M,(R) et € > 0. Il existe une norme subordonnée ||| - ||| sur My (R) telle
que :
HA[Il < p(A) + ¢

Démonstration. Définissons une norme sur R™. Trigonalisons la matrice dans M,,(C). Il existe alors
une matrice U € GL,(C) telle que :
T=U'AU

Ecrivons T dans la base (e;). La matrice Dy = diag(1,4,...,6" ') est la matrice de passage de (e;)
a (€}), ou e, = §"le; avec § > 0. Posons :

Ts := D;'TDs = (UDs) ' A(UD;)

En notant T' = (¢; j)1<i j<n, la matrice Ts s’explicite ainsi :

t171 525172 5n_1t17n
=]
5tn 1,n
0 0 tnn

Définissons notre norme : pour x € C™, nous posons :
-1
]| == [[(UDs) ™ x[|oo
Explicitons la norme subordonnée pour A :

[ Az|| [(UDs) ™ Azl
||| Al[] = sup = sup -
a0 [zl az0 [I(UDs)" ]loo

En posant le changement de variable y = (UD;) !z, nous obtenons :

#0 1yl = 15l
y 00

Puisque la norme subordonnée infinie d’'une matrice est le maximum de la somme des modules des
coefficients sur les lignes, nous avons :

n
_ iy,
141 mx(ga |tw|)

En isolant le terme diagonal :

I1A]ll = max (It”|+ > 7 ,J\)

Jj=i+1

Or, nous avons clairement :
n

3§t 2% 0
j=i+1

Donc pour € > 0 fixé, il existe § > 0 tel que cette quantité soit < €. Nous concluons alors que :

< . —
I1AIll < max (Jtii] + &) = p(A) + e



Théoréme 2.28 (Méthodes itératives). Soient A € GL,(R), b € R™ et u l'unique solution de
Au =b. Soit ug € R™ et la suite définie par :

Upyr = M Nuy + Mt
ot M et N sont tels que A= M — N avec M € GL,(R). Alors, nous avons l’équivalence :
(u) converge vers u <= p(M~IN) <1

Démonstration. Etape 1 : Expression de ’erreur e = uj, — u.
D’une part, Au = b s’écrit (M — N)u = b, soit Mu — Nu = b. Nous isolons w :

w=M*Nu+M'b
D’autre part, par définition de notre suite :
upr1 = M Nuy + M~1b
En soustrayant ces deux égalités, nous obtenons :
U1 —u = M "IN (uy — u)

C’est-a-dire :
epy1 = M~ 'Ney,

D’ou, par récurrence immédiate :
_ —1an\k _
er = (M~ "N)%ey avec ey =up—u

Etape 2 : L’équivalence.
Sens direct (=) :
Supposons que p(M~'N) < 1. Prenons ¢ > 0 tel que p(M~'N) +¢ < 1. D’aprés le lemme, il existe
une norme subordonnée ||| - ||| telle que :

IIMTIN|| < p(M7IN) +e <1
Nous pouvons alors majorer l'erreur :
lexll < M N[[*leol
Puisque ||[|M~IN||| < 1, cette quantité tend vers 0 lorsque k — +o00. D’olt LA N
Sens réciproque (<) :

Réciproquement, par contraposée, supposons que p(M~'N) > 1. Prenons A € C une valeur propre
de M~IN telle que |A| > 1. Notons uy un vecteur propre associé. Nous avons :

(M_IN)U)\ = \u)
Ce qui donne pour toute puissance k :
(MIN)YEuy = Neuy,

Puisque |A| > 1, la suite (A\¥) ne tend pas vers 0. C’est-a-dire que les vecteurs (M ~'N)* Re(uy) et
(M~1N)*Tm(uy) ne tendent pas vers 0. Prenons comme condition initiale up = u + Re(uy). Nous
avons alors eg = Re(uy). L’erreur a ’étape k devient :

er = (M~ IN)keg = (MIN)* Re(uy)

Puisque ce terme ne tend pas vers 0, Uerreur e; /4 0. La suite (uy) ne converge donc pas vers u, ce
qui acheve la démonstration par contraposée.



Approfondissement et remarques

— Toute norme matricielle provient-elle d’une norme subordonnée ? Non. Pour toute
norme subordonnée ||| - |||, la norme de la matrice identité vaut toujours |||,||| = 1. 11 suffit
donc de considérer la norme matricielle de Frobenius, définie par :

[AllF =/ Tr(*AA)

Bien qu’il s’agisse d’une norme matricielle (elle vérifie bien 1'inégalité de sous-multiplicativité
|AB||F < ||Al|r||B||F), son évaluation en I,, donne :

I nllF = v/n

Ainsi, pour tout n > 2, nous avons ||I,||r # 1, ce qui prouve que la norme de Frobenius ne
provient d’aucune norme subordonnée.

Recasage

— 153 : Valeurs propres, vecteurs propres. Calculs exacts ou approchés d’éléments propres. Ap-
plications.

— 154 : Exemples de décompositions de matrices. Applications.
— 156 : Endomorphismes trigonalisables. Endomorphismes nilpotents.

— 162 : Systemes d’équations linéaires ; opérations élémentaires, aspects algorithmiques et consé-
quences théoriques.



37 Par 5 points passe une conique

Théoréme 2.29 (Conique par 5 points [Eid09]). Soient A, B,C, D, E cing points distincts d’un
plan affine P.

1. Il existe une conique passant par ces 5 points.
2. Cette conique est unique si et seulement si 4 points parmi ces 5 ne sont pas alignés.

3. Cette conique est non dégénérée si et seulement si 8 points parmi ces 5 ne sont pas alignés.

Démonstration. Preuve du point 1 :
Si les 5 points sont alignés, on peut prendre la droite qui passe par ces 5 points et une droite
quelconque pour former une conique dégénérée passant par tous ces points.

Sinon (ils ne sont pas tous alignés), on peut par exemple supposer que (A, B, C') forment une base
affine. Nous allons donner I’équation d’une conique dans cette base. Soient (X, Y, Z) les coordonnées
barycentriques d'un point dans le repere (A, B,C). L’équation générale d’une conique est de la
forme :

aX?+0Y?2+¢eZ? +pXY +qXZ+rYZ =0 aveca,b,c,p,qreR

Or, cette conique doit passer par A(1,0,0), B(0,1,0) et C(0,0,1). En évaluant 1’équation en ces
points, on trouve immédiatement a = b = ¢ = 0. Donc, notre conique est nécessairement de la
forme :

pXY +gXZ+1YZ =0

On va montrer que les parametres p, ¢, r sont solutions d’un certain systéme. Notons D = (1, y1, 21)
et E = (x2,y2, 22) les coordonnées barycentriques de D et E dans notre repeére affine (4, B,C). On
a alors que p, ¢, sont solutions du systéme (.S) suivant :

(S) : pr1y1 +qriz1 +ry1z1 =0
PT2y2 + qraz2 + Y222 =0
C’est un systeéme linéaire homogene de 2 équations & 3 inconnues. Son rang est au plus 2 (donc
rg(S) < 2). Ce systéme possede donc au moins une solution non triviale. Il existe donc au moins
une conique passant par A, B,C, D, E.

Preuve du point 2 :
On va raisonner par "négation'. Montrons que si la conique n’est pas unique, alors 4 points sont
alignés.

Caractérisons le fait de ne pas étre unique :
L’unicité d’une conique passant par 5 points équivaut a ce que la solution du systeéme (.5) soit unique
(a4 une constante multiplicative pres, ce qui ne change pas la conique géométrique). C’est-a-dire que
le sous-espace des solutions doit étre de dimension 1 :

dim ker r1y1 T121 Y1z —1
T2Y2 T2z2 Y222

Par le théoreme du rang, cela équivaut a ce que le rang de la matrice du systéme soit exactement
2. Donc, cette conique n’est pas unique si et seulement si le rang de (S) est < 1. C’est-a-dire que
tous les mineurs d’ordre 2 extraits de cette matrice sont nuls.



Ces mineurs sont :

1 X1 X9

r1y1 T12x1 1 2
4 = T1T2 J =x122|0 Y1 Y2
T2Y2 X222 22 0 21 2
0 X1 X9

1Yyt Y12 _ xr1 21| 1

= U1y2 = U1y2 Yy Y2
€T2Y2 Y222 T2 22 0 2 2
0 r1 I2

X121 121 z1 1
4 = 2122 1l = 212210 y1 Y2
€T2z2 Y222 T2 Y2 1 2 2

(On fait volontairement apparaitre les déterminants 3 x 3 liés aux coordonnées de nos points).
Montrons que D ou E appartient auz droites (AB), (AC) ou (BC) :

Par I’absurde, supposons que ce n’est pas le cas. Puisque ni D ni F n’appartiennent aux arétes

du repeére, aucune de leurs coordonnées barycentriques n’est nulle. Ainsi, x1x2 # 0, y1y2 # 0 et

2122 # 0. Pour que les trois mineurs soient nuls, il faut alors que chacun des déterminants 3 x 3 (qui

représentent le déterminant des vecteurs dans le plan) soit nul. Ce qui veut dire que les points A, D, E

sont alignés (droite (DE)), B, D, E sont alignés, et C, D, E sont alignés. Donc A, B,C € (DFE), ce

qui implique que A, B, C' sont alignés, ce qui est absurde car ils forment une base affine.
Supposons (par exemple) que D € (AB) :

Montrons qu’alors E € (AB). Puisque D € (AB), on a z; = 0. Puisque D # A et D # B, on a

x1 # 0 et y1 # 0. La nullité des mineurs devient :

11 0

= T1Y1T220 = X229 =0 (car z1y1 # 0
T2y2 X222 ( )

0=

De méme, le deuxieme mineur donne :
0=z1y1y222 = Y222 =10

Si z9 # 0, alors on doit avoir x5 = 0 et y3 = 0. Puisque la somme des coordonnées vaut 1, on aurait
z9 = 1, ce qui donne F = (0,0,1) = C. Mais les points sont distincts, ce qui est absurde. Donc
nécessairement, zo = 0, c’est-a-dire £ € (AB). On a donc A, B, D, E € (AB), soit 4 points alignés.

Réciproquement : Supposons que 4 points sont alignés. Il y a alors une infinité de droites passant
par le 5éme point qui, associées a la droite contenant les 4 points, forment une infinité de coniques
dégénérées. La conique n’est donc pas unique.

Preuve du point 3 :
On va faire le lien entre une conique non dégénérée et la matrice de la forme quadratique associée.
Notre conique est non dégénérée si et seulement si la forme quadratique associée est non dégénérée.
C’est-a-dire, avec notre équation pXY +¢XZ +rYZ =0, que :

0 p/2 q/2
det | p/2 0 7r/2|#0
q/2 r/2 0
En calculant ce déterminant :
bgr bgr
22227é0<:> A #0 < pgr #0

Montrons I’équivalence par "négation”.

— Si pgr = 0 : par exemple p = 0. L’équation de notre conique devient ¢XZ +rYZ =0 <—
Z(qX +7rY) = 0. C'est ’équation d’un couple de droites, donc il y a au moins 3 points alignés.



— Réciproquement : si 3 points sont alignés, alors la conique passe par une droite (elle la contient),
c’est donc un couple de droites. Une telle conique est dégénérée. En effet, ’équation d’une telle
conique est p(X,Y, Z)Y(X,Y,Z) =0 ou ¢, 1) sont des formes linéaires. La forme quadratique
est donc ¢ = 1. En utilisant 'identité de polarisation (réduction de Gauss) :

o = i (v = (o - )?)

La matrice associée dans une certaine base est de la forme idiag(l, —1,0). Son déterminant
est donc nul, la conique est dégénérée.

Ce qui conclut la preuve.

Approfondissement et remarques

— Lien avec la lecon 181 (Convexité) : Le pont naturel réside dans 'utilisation des coor-
données barycentriques. Par exemple, si les points D et E sont strictement a 'intérieur du
triangle ABC, leurs coordonnées barycentriques sont strictement positives (ce qui caractérise
I'intérieur de l'enveloppe convexe). Le jury pourrait demander comment la position de ces
points par rapport a l'enveloppe convexe influence la nature de la conique (ellipse, parabole,
hyperbole).

— Perspective projective sous-jacente : Toute la démonstration a une saveur fortement
projective, les coordonnées barycentriques fonctionnant exactement comme des coordonnées
homogenes. Il est crucial de savoir formuler ’énoncé projectif correspondant : "Dans un plan
projectif sur un corps commutatif, par 5 points dont 3 ne sont jamais alignés passe une
unique conique propre". Le passage de I'affine au projectif "lisse" les cas particuliers (paraboles,
asymptotes).

— Précision sur la signature de la forme quadratique : A la fin de la preuve, la matrice
1 diag(1, —1,0) met en évidence une signature (1,1). C’est la signature exacte qui caractérise
géométriquement un couple de droites sécantes. Si le rang était de 1 (signature (1,0) ou (0, 1)),
cela correspondrait géométriquement a une droite double (cas ou les 5 points seraient sur la
méme droite).

— Dimension de I’espace des coniques : La preuve utilise le fait que ’équation générale
possede 6 coefficients (a,b,c,p,q,7), ce qui fait de I'espace des coniques un espace vectoriel
de dimension 6. En quotientant par la proportionnalité (puisqu’une équation cartésienne est
définie & un scalaire non nul pres), on travaille en fait dans un espace projectif de dimension 5.
Imposer le passage par un point correspond a une équation linéaire (hyperplan), d’ot I'intuition
que 5 points "fixent" la conique.

Recasage

— 149 : Déterminant. Exemples et applications.

— 162 : Systemes d’équations linéaires ; opérations élémentaires, aspects algorithmiques et consé-
quences théoriques.

— 170 : Formes quadratiques sur un espace vectoriel de dimension finie. Orthogonalité. Applica-
tions.

— 171 : Formes quadratiques réelles. Coniques. Exemples et applications.
— 181 : Convexité dans R™. Applications en algébre et en géométrie.
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38 L’exponentielle induit un homéomorphisme de S, (R) sur S, " (R)

Lemme 2.30 ([CG17]). Pour toute matrice symétrique réelle S € S,(R), la norme subordonnée

associée a la norme euclidienne || - ||2 correspond au rayon spectral de S :
[1IS]1l2 = p(S5)

Démonstration. Prenons S € S,(R). D’apres le théoréme spectral, S est diagonalisable dans une
base orthonormée (v1,...,v,). Il existe donc une matrice orthogonale P € O, (R) telle que :

A1 (0)

S=P P avec |Ai| > - > |\

(0) An

Dans ce cas, p(S) = maxi<i<pn |Ai| = |A\1]. Prenons un vecteur x € R tel que ||z||2 = 1. Décomposons-

le dans la base (v;) :

n
xr = E X;U;
=1

La base (v;) étant orthonormée, nous avons .7 ; 7 = ||z||3 = 1. Nous calculons la norme de Sz :
n 2 n
|Sz|]3 = Z Niz;vil| = Z )\123012
i=1 9 =1

Nous pouvons majorer cela en utilisant la plus grande valeur propre en valeur absolue :
n
ISz(I3 < XD aF = A = p(S)?
i=1

En passant a la racine, nous obtenons ||Sz||2 < p(S) pour tout vecteur unitaire z. En passant au
supremum sur la sphere unité, nous avons :

[1IS11l2 < p(S5)

L’inégalité réciproque est triviale en évaluant la norme subordonnée sur le vecteur propre v; de
norme 1, qui donne [|Sv1]]> = [IAywr[l2 = 1| = p(S). Dot [[[S]]l2 = p(S).

Théoréme 2.31 (Homéomorphisme de ’exponentielle [CG17]). L’application exponentielle de ma-
trices :

exp : Sp(R) — ST (R)

est un homéomorphisme.

Démonstration. Etape 1 : L’application est bien définie et continue.
Soit S € S,(R). D’aprés le théoréme spectral, il existe P € O,(R) (donc P~' = 'P) tel que
S = Pdiag(\;)P~!. Par continuité du produit matriciel, on obtient :

exp(S) = P diag(e*) P!

En repassant a la transposition, on voit immédiatement que exp(S) est symétrique. De plus, ses
valeurs propres sont les e > 0. Puisque exp(S) est symétrique avec des valeurs propres strictement
positives, application est bien définie a valeurs dans S;""(R) (cela découle du lien entre valeurs



propres et mineurs principaux de Sylvester). La continuité provient simplement de la restriction

d’une application continue (somme d’une série entiere matricielle de rayon de convergence infini).
Etape 2 : L’application est surjective.

Soit B € S+ (R). Par le théoréme spectral, il existe P € O, (R) tel que B = P diag(u;)P~. Puisque

B est définie positive, toutes ses valeurs propres sont strictement positives : p; > 0 pour tout i.

Nous pouvons donc poser :
A = Pdiag(In(p;)) P~

A est symétrique réelle. En appliquant I’exponentielle, nous obtenons exp(A) = B. D’ou la surjec-
tivité.
Etape 3 : L’application est injective.
Soient A, A’ € S,,(R) telles que exp(A4) = exp(A’). Il existe P € O,(R) tel que A = P diag()\;)P~ .
Montrons d’abord que A commute avec A’.
Par interpolation de Lagrange, puisque I’exponentielle réelle est injective (et donc eM = e* =—
Ai = Aj), il existe un unique polyndéme d’interpolation @ € R[X] tel que pour tout i € {1,...,n} :

A

Evaluons Q en exp(4’) :

Q(exp(4')) = Q(exp(A)) = Q (P diag(e)P")
=PQ (diag(eAi)> P~! = Pdiag(\)P~!
=A

Or Q(exp(A’)) est un polynome en exp(A’), donc il commute avec tout endomorphisme qui commute
avec exp(A’). En particulier, comme A’ commute avec sa propre exponentielle, exp(A’) commute
avec A’. Donc le polynome Q(exp(A’)) = A commute avec A’.

Concluons par le théoreme de codiagonalisation.
Puisque A et A’ sont symétriques réelles (donc diagonalisables) et commutent, elles sont codiago-
nalisables. 1l existe donc Py € GL,(R) tel que :

A = Pydiag(\;)Py
A’ = Py diag(ui) Py "

En appliquant exponentielle & 1’égalité exp(A) = exp(A’), nous obtenons :

Py diag(e*) Pyt = Py diag(et) Py !

Ce qui implique e* = e# pour tout i. Par injectivité de I’exponentielle réelle, \; = j;. Donc les
deux matrices diagonales sont égales, ce qui entraine A = A’.

Etape 4 : Continuité de la réciproque.
Nous utilisons la caractérisation séquentielle de la continuité. Prenons une suite (Bp)pen = (exp(A4p))
d’éléments de S;FT(R) qui converge vers B = exp(A) € ST T(R). 1l s’agit de montrer que la suite
d’antécédents A, P AL

Montrons que (By) et (B,') sont bornées.
La suite (B)) est convergente, elle est donc bornée pour la norme |||-|||2 (qui nous arrange d’apres le
lemme). Notons C' cette borne. L’application passage a I'inverse matriciel est continue sur 'ouvert
GL,(R). Puisque B, — B € §*(R) € GL,(R), la suite (B, ') converge vers B!, Elle est donc
aussi bornée. Notons 1/¢ cette borne.

Montrons que la suite (Ap) est bornée.
D’apres le lemme, pour tout p € N :

{HIBpIHz = p(Bp)
1B, |l = p(B, 1)



Par définition des bornes, nous avons :
1 1
p(Bp) <C et p(B,) <5

Or, le spectre de B, L est constitué des inverses des valeurs propres de B,,. Donc :

1
Spec(Bp_l): {)\' | 1§i§n}

1

Le fait que p(B, 1) <1/ implique que pour toute valeur propre \; de B, nous avons )\% < %, d’ou
d <\ (car ¢, \; > 0). Nous obtenons donc un encadrement du spectre de B, :

SpeC(Bp) - [C,a C]
Puisque B, = exp(A,), les valeurs propres de A, sont les logarithmes de celles de B,. Donc :
Spec(4,) C [In(¢), n(C)]

Par le lemme (appliqué aux matrices A, qui sont symétriques), le spectre de A, étant uniformément
borné, la suite (A,) est bornée en norme ||| - |||2.

Conclusion par compacité.
La suite (A,) étant bornée dans un espace de dimension finie, le théoreme de Bolzano-Weierstrass
assure qu’elle posséde des valeurs d’adhérence. Soit A une valeur d’adhérence de (4,). Il existe une
sous-suite (A, x)) qui converge vers A. Par continuité de exponentielle :

exp(Ay ) LECN exp(A)

Or exp(Ay k) = By(k) est une sous-suite de (Bp), qui converge vers exp(A). Par unicité de la limite,
exp(A) = exp(A). L'injectivité de 'exponentielle prouvée a I'étape 3 donne alors A = A. La suite
(Ap) est bornée et possede une unique valeur d’adhérence A. Elle converge donc vers cette valeur.
La continuité de la réciproque est établie.

Commentaires

— Savoir démontrer les propriétés de base : Le jury peut vous demander de justifier rapi-
dement que exp(P~1AP) = P~ exp(A)P, ou d’expliciter le théoréme de Bolzano-Weierstrass.

— Codiagonalisation : Bien maitriser la proposition : "deux matrices diagonalisables qui com-
mutent sont codiagonalisables" qui est centrale dans la preuve de I'injectivité.

Recasage

— 106 : Groupe linéaire d’'un espace vectoriel de dimension finie E, sous-groupes de GL(E).
Applications.

— 155 : Exponentielle de matrices. Applications.
— 157 : Matrices symétriques réelles, matrices hermitiennes.

— 158 : Endomorphismes remarquables d’un espace vectoriel euclidien (de dimension finie).
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39 Simplicité de A,

Lemme 2.32 (Engendrement de A4,, [Rom17]). Pour n > 3, le groupe alterné A,, est engendré par
les 3-cycles.

Démonstration. Soit G le sous-groupe de &,, engendré par les 3-cycles.
Montrons d’abord que G C A, :
C’est vrai puisque la signature d’un 3-cycle est (—1)3~1 = 1. Tout produit de 3-cycles est donc de
signature 1, ce qui prouve l'inclusion.
Montrons que A, C G :
Soit o € A,,. Ecrivons o comme un produit de transpositions :

P
o= HTk
k=1

Puisque o € A,,, sa signature £(o) vaut 1. Comme £(7) = —1, on en déduit que p est un entier
pair. o peut donc s’écrire comme un produit de paires de transpositions. Il suffit alors de montrer
que tout produit de deux transpositions est un produit de 3-cycles. Considérons le produit de deux
transpositions distinctes. Soient i, j, k, [ des éléments distincts de {1,...,n} :

— Si les supports ont un élément en commun : (¢ j)(k i) = (i k j).
— Si les supports sont disjoints : (¢ j)(k )= (i j)(j k)G k)(k1)=(i j k)(J k).

Dans tous les cas, le produit de deux transpositions appartient & G. Donc ¢ € G.

Lemme 2.33 (Conjugaison des 3-cycles dans A, [Per96]). Pour n > 5, les 3-cycles sont tous
conjugués dans Ay,.

Démonstration. Nous savons déja que les 3-cycles sont conjugués dans S,,. Prenons v = (z1 z2 x3)
et v/ = (2] 24 x%) deux 3-cycles. Il existe o € &, tel que o(z;) = 2} pour i € {1,2,3}, et nous avons
alors 7/ = oyo 1.

— Sie(o) =1, alors 0 € A, et les cycles sont conjugués dans A,,.

— Sie(o) = —1, puisque n > 5, nous pouvons choisir deux éléments x4, x5 distincts des autres
x;. Considérons la transposition 7 = (24 x5). Posons ¢/ = o7. La signature de o’ est e(0’) =
e(o)e(r) = (=1) x (—=1) = 1. Donc ¢’ € A,,. De plus, pour i € {1,2,3}, nous avons o’(z;) =
o(1(z;)) = o(z;) = z}. Ainsi, nous avons toujours v = o’vo'~!, avec cette fois o’ € A,.

Les 3-cycles sont donc bien conjugués dans A,.
Théoréme 2.34 (Simplicité [Rom17]). Pour n > 5, le groupe A,, est simple.

Démonstration. Prenons H < A,, un sous-groupe distingué de A,, différent du groupe trivial {Id}.
L’objectif va étre de montrer que H = A,,. Au vu des deux lemmes précédents, s’il existe un 3-cycle
dans H, alors par conjugaison (Lemme 2) et parce que H est distingué, tous les 3-cycles sont dans
H. Puisqu’ils engendrent A,, (Lemme 1), cela impliquera H = A,,. Il suffit donc de montrer que H
contient un 3-cycle.
Etape 1 : Construction d’un élément o’ # Id.

On va chercher un élément 0 € H et 7 € A, qui ne commutent pas. Prenons o € H \ {Id}. 1l
existe z € {1,...,n} tel que y := o(x) # x. Prenons z € {1,...,n} \ {z,y,0(y)} (cela est toujours
possible car n > 5, donc I’ensemble dont on prive z contient au plus 3 éléments). Considérons le
3-cycle 7 = (z y z) € A,. Evaluons les composées sur « :

(Too)(z) =7(y) = 2

(0o7)(z) =0a(y)

Or z # o(y) par construction. Donc o o 7 # 7 0 0. Ainsi 0 et 7 ne commutent pas.



Posons le commutateur :

o =lo, 7 =001 too or

Puisque o et 7 ne commutent pas, o’ # Id. De plus, comme H est distingué dans A,, et que o € H,
onart lo~lr € H Dou:

o' =co(r oo tor) e H
On peut également réécrire o/ en regroupant la conjugaison sur 77! :
o = (o7 lo )T

=o(zyz)oto(zy2)

= (0(2) a(y) o(x)) o (z y 2)
=(0(2) o(y) y)o(zy 2)

L’élément ¢’ est donc un produit de deux 3-cycles dont les supports se trouvent dans 1’ensemble
F ={z,y,2z,0(y),0(z)}. Cet ensemble F' contient au plus 5 éléments.

Etape 2 : Analyse de ¢/ € H \ {Id}.
Décomposons ¢’ dans le groupe des permutations & support dans F, ¢’est-a-dire dans S(F) ~ Ss.
La décomposition en produit de cycles a supports disjoints est la méme que dans &,. Puisque
o' € A,, I'élément o’ est une permutation paire de G5. Les classes de conjugaison (types de cycles)
possibles pour une permutation paire non triviale de &5 sont :

g
g

— Le produit de deux transpositions a supports disjoints (type 2,2).
— Un 3-cycle (type 3).
— Un 5-cycle (type 5).

Nous avons donc 3 choix possibles pour la nature de o’.

1. Si o’ est un 3-cycle :
Alors nous avons trouvé un 3-cycle dans H, ce qui achéve la démonstration.

2. Si o’ est le produit de 2 transpositions a supports disjoints :

Notons o’ = (21 x2)(xg x4). Prenons x5 € {1,...,n} \ {x1, 22, 23,24} (possible car n > 5).
Posons le 3-cycle 7/ = (21 x2 x5) € A,. Définissons un nouveau commutateur o’ := [0/, 7/71] €
H:

O_// — 0_/07_/—1 oo_/—l 07_/

— (O_/T/—lo_/—l) o 7_/

= U,(JZ5 T2 xl)a’*l o (J}l T2 LL’5)

= (o/(z5) o' (x2) 0’'(21)) o (x1 72 x5)

= (x5 21 x2) o (11 @2 x5)

= (z1 x5 z2) (qui n’est pas l'identité)
(Le résultat du produit est bien le 3-cycle (1 x5 x2)). Ainsi, ¢’ est un 3-cycle qui appartient
a H. La conclusion suit.

3. Si o’ est un 5-cycle :
Notons ¢’ = (x1 w9 x3 x4 5). Posons le 3-cycle 7/ = (x1 w2 x3) € A,. Définissons encore un
commutateur o := [0/, 77! € H :

" 1

/ 1/
g =0 OoT

— (0_17_//—10_/—1) o 7_//

-1 o T”

=o' (w3 22 xl)alfl o(x1 x2 x3)

= (o/(z3) o' (x2) o'(21)) o (x1 72 3)
= (x4 3 x2) 0 (1 T2 T3)

= (21 74 72)

Ainsi, 0"’ est un 3-cycle qui appartient a H.



Dans tous les cas, nous pouvons extraire un 3-cycle de H. Par conséquent, H = A,,. Le groupe A,
est bien simple.

Commentaires

— Etude des cas pour n <5 :
— Ay = {Id} est simple (trivialement).
— A3 ={Id,(123),(132)} ~7Z/3Z est un groupe d’ordre premier, il est donc simple.

— Ay n’est pas simple. Il contient le groupe de Klein V3 = {Id, (12)(34),(13)(24),(14)(23)}
(les bitranspositions) qui est un sous-groupe distingué propre d’ordre 4.

— Astuce de l’oral : L’évaluation correcte des conjugaisons o(a b c)o™! = (a(a) o(b) o(c))
est fondamentale pour que les calculs de commutateurs (comme ¢” et ¢’’) soient fluides au
tableau.

Recasage

— 101 : Groupe opérant sur un ensemble. Exemples et applications.

— 103 : Conjugaison dans un groupe. Exemples de sous-groupes distingués et de groupes quo-
tients. Applications.

— 104 : Groupes finis. Exemples et applications.
— 105 : Groupe des permutations d’un ensemble fini. Applications.

— 108 : Exemples de parties génératrices d’un groupe. Applications.
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40 Systéme de congruence : cas général

Théoréme 2.35 (Théoreme de lintersection [CG14]). Soient m,n € N* et a,b € Z. On pose
d = pged(m,n) et p = ppem(m,n). Considérons le systéme de congruences suivant :

Jz=a (modm)
(5)'{xzb (mod n)

Ce systeme admet des solutions si et seulement si :
a=b (mod 9)

Dans ce cas, l’ensemble des solutions est xqg + uZ, avec :
xo = g(avn + bum)

ou u et v sont les coefficients de Bézout tels que um + vn = 4.

Démonstration. Etape 1 : Etude d’un morphisme croisé.
Nous introduisons ’application :

p: L —Z/mZ X Z/nZ
x> (T, Tn)

Il s’agit clairement d’un morphisme d’anneaux. Déterminons son noyau :
ker(p) ={z € Z | zm =0 et 2, = 0}

Cela équivaut & dire que m | z et n | z. Par définition du PPCM, cela équivaut & ppcm(m,n) | x,
soit u | . Ainsi, ker(p) = uZ.
Par passage au quotient, nous obtenons un morphisme injectif induit :

@ L/l — Z/mZ X L/nZ

Ty — (T Tn)

Etape 2 : Un morphisme surjectif vers Z7]0Z.
Nous posons ensuite "application :

U :Z/mZ x L/nk — 7]0Z
(jmvgn) —> X5 — Ys

Vérifions que cette application est bien définie. Puisque 6 = pged(m, n), nous avons § | m et § | n.
De maniére générale, si r divise s, la surjection canonique Z — Z/rZ a pour noyau rZ qui contient
sZ, donc par passage au quotient, 'application T — Z, est un morphisme bien défini. L’application
U est donc bien définie et est un morphisme de groupes.
Montrons que ¥ est surjectif : Prenons z5 € Z/07Z, et soit z € Z un représentant. Nous avons
simplement :
‘lj(gmvon) =25 — 05 = 25
D’ou la surjectivité.
Etape 3 : Egalité Im(¢@) = ker(¥).
Montrons 'inclusion directe Im(@) C ker(¥). Soit € Z. Prenons 1'élément (Zy,, T,,) € Im(p). Nous
avons :
\I’(jmaffn) =25 —25s=0

Donc l'inclusion est vérifiée.



Montrons maintenant ’égalité en comparant les cardinaux. Puisque ¢ est injectif :

~ mn
(@) = 12/Z| = ="

D’autre part, par le premier théoreme d’isomorphisme appliqué a ¥ qui est surjectif :

|Z/mZ x Z]nZ| mn mn
k \I] = = = —
e I= " @) T2z

Les cardinaux étant égaux, nous obtenons 1’égalité :
Im(p) = ker(W0)

Etape 4 : Résolution du systéme. -
Le systéme () admet des solutions si et seulement si le couple (@, by) est atteint par . Cela signifie

n
que (@, by) € Im(p). D’apres 1'étape précédente, cela équivaut a (@, by,) € ker(¥), c’est-a-dire :
U (G, by) =0 <= a5—b; =0 <= a=b (mod )

Montrons que zg = %(avn + bum) est bien une solution si a = b (mod ¢). Puisque as = bs, il
existe un entier k € Z tel que a = b+ k. Substituons dans I'expression de xg :

zo = = ((b+ kd)vn + bum)

(vn +um) + kvn

ST RS
o, & [

= bg + kvn

=b+ kun
Or vn est un multiple de n. Dans Z/nZ, cette quantité se réduit a :
o =b (mod n)

De maniére parfaitement symétrique, en écrivant b = a — kd, nous obtenons x¢o = a — kum, ce qui

donne :
xo=a (mod m)

Ainsi, z( est bien une solution particuliere du systeme.

Etape 5 : L’ensemble de toutes les solutions.
Si x est une solution quelconque du systéme (.5), alors nous avons ¢(x) = ¢(xg). Par linéarité,
w(x —x0) =0, donc x — g € ker(p) = pZ. L’ensemble des solutions est donc :

S:{I‘0+kﬂ|k€Z}

Application

Résolution du systéme :
x=3 (mod 21)
z =10 (mod 35)

Nous avons m = 21 et n = 35. Le PGCD est 0 = pged(21,35) = 7. Le PPCM est u = ppem(21, 35) =
21x35
222220 = 105.
7 _ _
Vérifions la condition de compatibilité : 37 = 107 car 10 — 3 = 7. Le systeme admet donc des
solutions. Cherchons les coefficients de Bézout u et v tels que 21u + 35v = 7. Nous remarquons



facilement que u = 2 et v = —1 conviennent (42 — 35 = 7). Nous calculons la solution particuliére
xIo -

xo = = (avn + bum)

e

== (3x(=1)x35+10 x 2 x 21)

N =

(—105 + 420)

|
W
ot

‘w
~| =
ot

L’ensemble des solutions est donc ’ensemble des entiers congrus a 45 modulo 105 :

S = {45+ 105k | k € Z}

Approfondissement et remarques

— Théoréme des restes chinois : Ce développement généralise bien entendu le théoréme
chinois classique. Le jury appréciera que vous mentionniez ce cas d’école : si m et n sont
premiers entre eux, alors § = 1, la condition de compatibilité a = b (mod 1) est toujours
trivialement vérifiée, et la solution est unique modulo g = mn. L’application est en fait un
"lemme chinois faible" tres utile en pratique.

Recasage

— 120 : Anneaux Z/nZ. Applications.
— 122 : Anneaux principaux. Exemples et applications.
— 142 : PGCD et PPCM, algorithmes de calcul. Applications.
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41 Théoréme des deux carrés de Fermat

Cadre et notations :
Nous posons ’ensemble des sommes de deux carrés :

Y={neN|3a,becZn=a®+b*}

Nous travaillons dans I’anneau des entiers de Gauss Z[i| = {a +ib | a,b € Z}. Nous munissons cet
anneau de la norme multiplicative usuelle :

N :Z[i] — N
a+ib— a® +b?
Ainsi, par définition, n € ¥ <= 3z € Z[i],n = N(z).
Lemme 2.36. L’ensemble ¥ est stable par produit.

Démonstration. Prenons n,n’ € X. 1l existe z, 2’ € Z[i] tels que n = N(z) et n’ = N(z). Puisque la
norme N est multiplicative (car c’est le module au carré), nous avons :

nn' = N(2)N(Z') = N(z2')
Or I'anneau Z[i] est stable par produit, donc 22" € Z[i]. Ainsi, nn’ € 2.

Lemme 2.37. Soit p un nombre premier. Nous avons [’équivalence :
p €Y <= p nlest pas irréductible dans Z][i]

Démonstration. Déterminons au préalable le groupe des inversibles Z[i]|*. Soit z € Z[i]*. Il existe
Z' € Z[i] tel que 2z’ = 1. En appliquant la norme, N(zz') = N(z)N(z') = N(1) = 1. Puisque N(z)
et N(z2) sont des entiers naturels, cela impose N(z) = 1. Si 'on écrit z = a + ib, nous obtenons
a? +b? = 1. Les seules solutions entieres sont (41,0) et (0,41). Nous en déduisons que :

Zli* = {1, +i}

Montrons Uimplication directe (=) :
Prenons p € ¥. 1l existe a,b € Z tels que p = a® + b?. Dans Z[i], nous pouvons factoriser :

p = (a+1ib)(a —ib)

Si p était irréductible, 'un des facteurs serait inversible. Par symétrie, supposons que (a+ib) € Z[i]*.
Alors N(a +ib) =1, ce qui donne p =1 X N(a — ib) = 1, ce qui est absurde car p est premier. Les
facteurs ne sont donc pas des inversibles, ce qui prouve que p n’est pas irréductible.
Montrons implication réciproque (<) :
Prenons p un nombre premier qui n’est pas irréductible dans Z[i]. Il s’écrit p = 22" avec z,2' €
Z[i)\ Z[i]*. Puisque z et 2’ ne sont pas inversibles, N(z) # 1 et N(z’) # 1. En appliquant la norme
a p = zz', nous avons :
N(p) = N(z2) = p* = N(z)N(Z))

Par unicité de la décomposition en facteurs premiers dans Z, et comme N(z), N(z') > 1, la seule
possibilité est :
N(z)=N()=p

Par définition de la norme, il existe donc deux entiers tels que p = a® 4+ b, d’ott p € ¥.

Théoréme 2.38 (Théoréme pour les nombres premiers). Soit p un nombre premier.

peEY < p=1o0ou2 (mod4)



Démonstration. D’apres le lemme 2, nous savons que p € X si et seulement si p n’est pas irréductible
dans Z[i]. L’anneau Z[i] est euclidien (pour le stathme N), il est donc principal et a fortiori factoriel.
Dans un tel anneau, les éléments irréductibles engendrent des idéaux premiers. Ainsi, p n’est pas
irréductible si et seulement si 1'idéal (p) n’est pas premier, ce qui équivaut a dire que l’anneau
quotient Z[i]/(p) n’est pas inteégre.

Or, nous disposons des isomorphismes d’anneaux suivants :

Z{i] ZIX] Z/pZIX] _ FpX]

~

(p)  (X?+1,p)  (X2+1) (X2+1)

L’anneau Z[i]/(p) n’est pas intégre si et seulement si le polynome X2+ 1 n’est pas irréductible dans
F,[X]. Puisque c’est un polynoéme de degré 2, il est réductible si et seulement s’il admet une racine
dans [F),.

dz € Fp, z24+1=0 <= —1 est un carré dans Fp

Nous distinguons alors deux cas :
— Sip=2:Lepolynome X2 +1 = (X +1)? dans F5[X], il admet donc la racine 1. Ainsi, 2 € &
(on vérifie bien 2 = 12 + 12).
— Sip >3 : Le groupe F; est cyclique d’ordre p — 1. L’élément —1 est un carré si et seulement

. P —1 N . PN
si son ordre divise 5=, c’est-a-dire (critere d’Euler) :

Cette condition est vérifiée si et seulement si % est pair, ce qui sécrit p — 1 =0 (mod 4),
soit p=1 (mod 4).

En conclusion, p € ¥ <= p=2oup=1 (mod 4).

Théoréme 2.39 (Théoreme général). Soit n € N avec sa décomposition en facteurs premiers

n = Hpvp(n).
neY < Vp=3 (mod4), wvpy(n) est pair

Démonstration. Montrons limplication indirecte (<) :
Puisque ¥ est stable par produit (Lemme 1), il suffit de vérifier que chaque facteur de la décompo-
sition n = []p*(™) appartient & X.
— Sip=2oup=1 (mod 4), alors p € ¥ d’apres le théoréme précédent. Son produit & n’importe
quelle puissance reste dans Y.
— Si p =3 (mod 4), par hypothese v,(n) est pair. Nous pouvons écrire v,(n) = 2k. Le facteur
est donc p?* = (p¥)? + 02, ce qui est bien une somme de deux carrés, donc il appartient a 3.

Tout produit de tels facteurs est dans ¥, donc n € X.

Montrons Uimplication directe (=) :
Soit n € X. Supposons qu’il existe un nombre premier p = 3 (mod 4) tel que p | n. Montrons que
vp(n) est pair. Nous savons que n = a? + b*> = (a + ib)(a — ib) pour certains a,b € Z. D’apres le
Théoreme 1 et le Lemme 2, puisque p = 3 (mod 4), p est irréductible dans Z[i]. Comme Z][i] est
principal, tout élément irréductible est premier. Ainsi, puisque p divise le produit (a + ib)(a — ib)
dans Z[i], le lemme d’Euclide donne :

p|(a+ib) ou p|(a—ib)

Dans les deux cas, puisque p est un entier réel, cela impose que p divise la partie réelle et la partie
imaginaire :
pla et plb

Nous pouvons alors factoriser p? dans la somme :

n=a? 40 =p’ [(;>2+ (2)2]



En posant n’ = n/p?, nous avons n’ = (a/p)? + (b/p)?, donc n’ € ¥. Nous pouvons itérer ce
raisonnement sur n’ tant que p | n'. A chaque étape, nous retirons exactement une puissance 2 de
la valuation p-adique. Le processus s’arréte lorsque p ne divise plus le reste. Par ce processus de
descente, il vient nécessairement que v,(n) est un multiple de 2.

Approfondissement et remarques

— Le critére d’Euler : A la fin du théoréme 1, la condition sur l'existence d’une racine de
X? +1 dans F, est un point de crispation régulier du jury. Assurez-vous d’étre capable de
redémontrer rapidement le critéere d’Euler : dans le groupe cyclique F}f, I'application = — 2

p—1

est un morphisme de noyau {#1}. Son image (les carrés) est donc le sous-groupe d’ordre ?%=,
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qui est précisément constitué des éléments annulés par le polynéme Y 2 — 1.

— Pourquoi I’anneau quotient est-il Z/pZ[X]/(X? + 1) ? Il s’agit d’une double application
du troisieme théoréme d’isomorphisme. Z[i] ~ Z[X]/(X? + 1), donc le quotient de Z[i] par (p)
correspond & quotienter Z[X] par 'idéal engendré par X2 + 1 et p. L’ordre du quotientement
n’ayant pas d’importance, on peut d’abord quotienter par p (ce qui donne F,[X]), puis par
X2+ 1.

Recasage

— 121 : Nombres premiers. Applications.
— 122 : Anneaux principaux. Exemples et applications.

— 127 : Exemples de nombres remarquables. Exemples d’anneaux de nombres remarquables.
Applications.



42 Théoreme spectral

Théoréme 2.40 (Théoréeme spectral). Soit f un endomorphisme auto-adjoint (c’est-a-dire symé-
trique) d’un espace euclidien E. Alors :

1. Le polynome caractéristique de f est scindé (toutes les valeurs propres de f sont réelles).
2. f est diagonalisable.

3. Les sous-espaces propres de f sont orthogonauz.

Démonstration. Etape 1 : Toutes les valeurs propres sont réelles.

Soit B une base orthonormée de E. Posons A := Matg(f). Puisque f est auto-adjoint et que la

base est orthonormée, la matrice A est symétrique réelle. Considérons A comme une matrice de

M, (C). A priori, ses valeurs propres peuvent étre complexes. Prenons A € C une valeur propre de
x1

Aet X =1 ¢ | € C" un vecteur propre associé.
Tn
Evaluons la quantité *(AX)X de deux maniéres différentes. D’une part, puisque A est symétrique
(tA=A): B ) )
HAX)X ='X'TAX ='XAX
Puisque la matrice A est & coefficients réels, nous avons A = A. Donc AX = AX = AX = \X.
Ainsi : B o o
HAX)X ='X(AX) = \'XX
D’autre part, en utilisant directement AX = A X :
HAXOX ='(AX)X = XXX
En égalant les deux expressions, nous obtenons :

MXX = \NXX

Or, XX = |z1|2 + - - + |2,|%. Puisque X est un vecteur propre, il est non nul, donc cette somme
est strictement positive. Nous pouvons simplifier par ‘XX :

A=A

Ce qui veut dire que A € R. Toutes les valeurs propres de f sont donc réelles.

Etape 2 : L’endomorphisme f est diagonalisable.
Montrons par récurrence sur la dimension n de FE qu’il existe une base orthonormée de vecteurs
propres pour f.

— Initialisation : Pour n = 1, il n’y a rien a faire, tout vecteur non nul forme une base de vecteurs
propres.

— Hérédité : Supposons la propriété vraie au rang n — 1. D’apres ’étape 1, le polyndéme caracté-
ristique de f (qui est réel) admet au moins une racine réelle A. Soit = un vecteur propre normé
associé a cette valeur propre \. Posons H := Vect(z)*. L’hyperplan H est de dimension n — 1.
Montrons que H est stable par f. Soit y € H. Montrons que f(y) € H, c’est-a-dire (f(y),x) =
0:

(f(y),z) = (y, f(x)) = (y, Az) = My, ) =0 (car y € H)
Donc f(H) C H.
Montrons que la restriction fy est un endomorphisme auto-adjoint sur H. Soient v, w € H.

(fip @), w)m = (f(v), w)g = (v, f(w)) g = (v, flu(w)m

La restriction est donc bien auto-adjointe.



Puisque dim(H) = n — 1, nous pouvons appliquer I’hypothése de récurrence a Jim- 11 existe
une base orthonormée {ea,...,e,} de H constituée de vecteurs propres pour fig (donc pour
/)

Puisque E = Vect(x) @ H (car on est en dimension finie dans un espace euclidien), la famille
{z,ea,...,e,} est une base de E. Par construction, elle est orthonormée et constituée de
vecteurs propres de f.

Par principe de récurrence, il existe une base de vecteurs propres de f. L’endomorphisme f est donc
diagonalisable.

Etape 3 : Les sous-espaces propres sont orthogonaux.
Soient A1 # Ao deux valeurs propres distinctes de f, et v1,vo des vecteurs propres respectivement
associés & A1 et Ao. Montrons que vy et vy sont orthogonaux. Evaluons le produit scalaire (f(v1),v2)
de deux manieres :

(f(v1),v2) = (M1, v2) = Ar(v1,v2)
(f(v1),v2) = (v1, f(v2)) = (v1, A2v2) = Ao (v1, v2)

En soustrayant les deux égalités, nous obtenons :
()\1 — )\2)(1)1, U2> =0

Puisque A1 # A2, nous pouvons diviser par (A1 — A2), ce qui donne (vy,v2) = 0. Les sous-espaces
propres sont donc deux a deux orthogonaux.

Approfondissement et remarques

— Matrices symétriques complexes : Attention, les matrices symétriques a coefficients com-
plexes ne sont pas forcément diagonalisables. Le contre-exemple classique (qui correspond a

. . . 1 9
ce qui est esquissé dans vos notes) est la matrice A = ; _Z E Sa trace est nulle et son
déterminant vaut 0. Son polyndme caractéristique est donc X2, ce qui fait de 0 une valeur
propre double. Si elle était diagonalisable, elle serait semblable & la matrice nulle, et serait

donc nulle, ce qui n’est manifestement pas le cas.

— Matrices hermitiennes : Le théoreme se généralise naturellement aux espaces hermitiens :
les endomorphismes autoadjoints (matrices hermitiennes) sont diagonalisables, avec des va-
leurs propres réelles et des sous-espaces propres orthogonaux.

— Supplémentaire orthogonal : Dans la preuve, on utilise que £ = H @ H*. 11 est crucial
de savoir redémontrer proprement ce résultat (théoréeme de projection orthogonale), car il est
souvent questionné par le jury lorsque ce développement est présenté.

Recasage

— 151 : Sous-espaces stables par un endomorphisme ou une famille d’endomorphismes d’un
espace vectoriel de dimension finie. Applications.

— 152 : Endomorphismes diagonalisables en dimension finie.

— 153 : Valeurs propres, vecteurs propres. Calculs exacts ou approchés d’éléments propres. Ap-
plications.
— 157 : Matrices symétriques réelles, matrices hermitiennes.

— 158 : Endomorphismes remarquables d’un espace vectoriel euclidien (de dimension finie).
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